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Resumen

The principal goal of this article is to study the polyhedron called the
Rhombic Dodecahedron. The Rhombic Dodecahedron is a simple, beau-
tiful and interesting polyhedron that can delight young and adults alike.
Johannes Kepler discovered it and we are going to follow Kepler’s won-
derful mind in our travel exploring its properties in an historical context.
Our main source will be Kepler’s book ’The Siz-Cornered Snowflake’.
How the Rhombic Dodecahedron was conceived is fascinating because
Kepler discovered it inspired in Nature, taking a deep look into how bees
build their cells. To follow all these ideas is not easy without real mathe-
matical models. A second objective of this article is to encourage readers
to build their own polyhedra and to play with them. Building polyhedra is
a relaxing activity and the results are appealing because of their beauty.
But there is more: we learn mathematical properties of this bodies when
we build, look and touch them.

Introducciéon

El dodecaedro rémbico es un poliedro sencillo y bonito. Tiene propiedades
matemaéaticas muy interesantes. La historia de su descubrimiento es fascinante
y nos permite hablar de su descubridor, Johannes Kepler, y situar el poliedro
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en su contexto historico. Por otro lado, veremos que Kepler encontré su ins-
piracién en la observacién de la Naturaleza. La Historia de las Matematicas
y el estudio de la Naturaleza se dan la mano en este poliedro. El desarrollo
de estas ideas, en los apartados 1 y 2, constituye la primera parte de este
articulo.

En la segunda parte se propone la construcciéon del dodecaedro rémbico
y de la celda de las abejas. A pesar de su brevedad podemos verla como
el nicleo del articulo. Una vez més se insiste en la conveniencia de realizar
modelos matematicos. Como es bien sabido, la construccién de poliedros
nos ayuda a desarrollar la visién espacial y mejorar nuestra comprensién
de problemas geométricos. Por otra parte, es una actividad relajante en la
que interviene nuestra habilidad manual y el deseo de obtener un resultado
limpio y perfecto (que requiere un poco de técnica). La belleza del resultado
atrae a todo el mundo. Estos son motivos més que suficientes para construir
figuras geométricas. Pero no nos olvidamos de lo que puede ser fundamental
para un profesor o aficionado a las Matematicas: a partir de la construccién
obtendremos resultados matematicos.

Si en muchas ocasiones es muy conveniente realizar construcciones geo-
métricas, en otras resulta casi imprescindible. Dos ejemplos claros se nos pre-
sentan cuando queremos estudiar teselaciones del espacio o empaquetamiento
de esferas: dibujos y fotografias se vuelven confusos e incluso las aplicacio-
nes interactivas son clarificadoras solo para personas entrenadas y con buena
visién espacial.

Esta propuesta ha sido puesta en practica en repetidas ocasiones con
alumnos y, en particular, en varias sesiones del Taller de Talento Matematico
de Zaragoza. Siempre con buenos resultados. Vamos sobre seguro. Sobre el
tema se ha realizado una exposicién en el IES Alonso Quijano de Alcala de
Henares en la que se han explorado varias técnicas de construccién, en par-
ticular, el uso de la impresion 3d para la realizacion de grandes estructuras.

El articulo se cierra con un repaso rapido a otros tres puntos de vista sobre
el dodecaedro rémbico que son distintos y complementarios. Nos mostrardn la
creatividad de Kepler y su relacién, por un lado, con unos problemas sencillos
pero, por otro, también ideas profundas que han resultado ser muy fértiles
para las Matematicas.
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1. Kepler y su tiempo

Johannes Kepler (1571-1630) fue un cientifico, matematico, astrénomo y
astrélogo aleman.

Podemos decir que la época en la que vivié Kepler es heredera de la
explosion intelectual del Renacimiento y precursora de los revolucionarios
descubrimientos de Newton y Leibniz.

A partir del siglo XVI y favorecido por la invencion de la imprenta, se
difunden y estudian seriamente las grandes obras maestras de los matemati-
cos griegos, como los Elementos de Euclides, las Cénicas de Apolonio y los
trabajos de Arquimedes. La Geometria interesé tanto a cientificos como a
artistas y artesanos.
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Figura 1: Kepler y su tiempo.

Una de las mas importantes nuevas ideas que influyeron en Kepler fue la
cosmologia heliocéntrica de Copérnico. La publicacién del libro de Copérnico
‘De Revolutionibus’ en 1543 inicia lo que llamamos la Revolucién Coperni-
cana. Sus observaciones le llevan a apoyar la idea de que la Tierra y todos
los planetas giran en torno al Sol. En particular, la Tierra ya no era el centro
estatico del Universo. Desde su juventud, Kepler fue un defensor del modelo
heliocéntrico de Copérnico.
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Johannes Kepler nacié en la ciudad alemana de Weil der Stadt in 1571.
Su familia era pobre. El fue un chico inteligente y de salud delicada.

Su vida no fue facil, no goz6 de buena salud, casi siempre con problemas
financieros y dificultades familiares. Tuvo que cambiar de residencia varias
veces: estudié en la Universidad de Tubingen, fue profesor de Matematicas
en Graz, después trabajé para el famoso astronomo Tycho Brahe en Praga,
donde llegd a ser Matematico Imperial, luego vivié en Linz y en Sagan. Murid
en Regensburg en 1630. Se vio afectado por conflictos religiosos (Kepler fue
un hombre muy religioso) e incluso guerras (la Guerra de los Treinta afios,
que devasté Alemania, comenzé en 1618).

A pesar de todas estas circunstancias, Kepler fue capaz de hacer impor-
tantes contribuciones a la ciencia, en particular a la Astronomia, Matematicas
y Optica.

Como astrénomo, Kepler es famoso por su descubrimiento de las tres leyes
del movimiento de los planetas alrededor del Sol. Las conocemos como las
Leyes de Kepler y, posteriormente, fueron deducidas por Newton.

Como matemaético, Kepler descubrié dos nuevos poliedros regulares no
convexos (pequeno dodecaedro estrellado y gran dodecaedro estrellado), dos
nuevos poliedros rémbicos (el dodecaedro rémbico y el triacontaedro), trabajé
en el problema del empaquetamiento éptimo de esferas (Conjetura de Kepler),
se interes6 por los logaritmos y estudié volimenes de cuerpos de revolucién.

Debido a sus contribuciones en el desarrollo del Calculo y su interés en
los poliedros podemos decir que Kepler fue un digno heredero de Arquimedes
y precursor de los descubrimientos de Newton y Leibniz.

Kepler tenfa mucha imaginacién y exploraba los problemas desde puntos
de vista diferentes. Era muy observador y una simple anécdota le llevaba
a plantearse cuestiones profundas. Muchas veces nos describe el devenir de
su pensamiento y nosotros tenemos la oportunidad de seguir los caminos que
transita una mente genial guiada por sus conocimientos e intuicién. Era buen
escritor y hoy en dia podemos leer partes de su obra con placer e instruccién.

Un primer ejemplo de una de estas anécdota le ocurrié en su segunda
boda. Kepler se sorprendié al ver como el mercader del vino que se consumié
en la ceremonia media el volumen de un tonel, simplemente introduciendo una
vara de madera por el agujero del tonel. Como no se quedé muy convencido se
puso a estudiar cémo calcular volimenes de cuerpos de revolucion y escribié
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un libro entero sobre este asunto (quizés la contribucién més importante en
este campo posterior a Arquimedes).

Otra anécdota esta en el origen del pequeno y precioso libro que va a ser
nuestra principal fuente para tratar el asunto del descubrimiento del dode-
caedro rémbico.

El titulo de esta joya es ‘Strena seu de nive sexangula’ que se puede tradu-
cir por ‘Regalo de Ano Nuevo. Sobre el copo de nieve hexagonal’. Fue escrito
como regalo para su amigo y benefactor Matthew Wacker von Wackenfels.
Kepler nos cuenta que iba pensando y paseando por el Puente de Carlos un
dia invernal en Praga...

Por suerte se dio la feliz casualidad de que un poco de vapor de agua se
condensd por el frio en forma de nieve, y sus copos cayeron aqui y alld sobre
mi abrigo, todos con seis esquinas y emplumados radios. jPor Hércules, doy
mi palabra, eso es una cosa mads pequena que cualquier gota y que sin embargo
posee estructura! Habia encontrado el regalo ideal de ano nuevo para el devoto
de nada, la cosa digna que puede ofrecer un matemdtico, que no tiene nada y
no recibe nada, ya que los copos de nieve bajan del cielo y se asemejan a las
estrellas. [Kepler. De Nive Sexangula, traduccién castellana y notas de Ana
Garcia Azcarate y Angel Requena Fraile, p. 8][1].

A lo largo del libro intentara explicar la forma hexagonal de los cristales
de nieve pero su imaginacién volard desde los panales de las abejas a los
guisantes, de las semillas de la granada a las balas de canén y, en el medio
de sus pensamientos, nos va a explicar cémo descubre un nuevo poliedro, el
dodecaedro rémbico.

Vamos a seguir los pensamientos de Kepler sobre este poliedro y cémo su
intuicién le lleva a descubrirlo en la base de las celdas de las abejas.

2. Los panales de las abejas y el descubrimiento
del dodecaedro rémbico

El primer matematico del que tenemos noticia que se interesé por este tema
fue Pappus de Alejandria (alrededor del ano 320 de nuestra era). En sus
‘Colecciones Matematicas’, Pappus consideré cémo las abejas construyen sus
panales, con la forma hexagonal de las celdas, y escribié:
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. antes de recolectar el nectar de las flores mds bonitas que crecen en
la tierra, hacen para €l, para la recepcion de la miel, los recipientes que lla-
mamos panales (con sus celdas) todas iguales, semejantes y contiguas unas
a otras, y de forma hexagonal. Y podemos inferir que esto lo han logrado en
virtud de una cierta prevision geométrica. Deben pensar por fuerza que las
figuras deben de ser contiguas unas a otras, es decir, que tengan sus lados en
comiun, de modo que ninguna materia extrana pueda entrar en los intersticios
entre ellas y manchar la pureza de su producto. Sdlo tres figuras geométricas
satisfacen la condicion, y me refiero solo a figuras requlares que sean equildte-
ras y equidngulas, porque las abejas no considerarian figuras que no fueran
uniformes... Habiendo entonces tres figuras capaces por ellas mismas de lle-
nar el espacio en torno al mismo punto [desde luego, se refiere al tridngulo,
cuadrado y hexdgono], las abejas, debido a su sabiduria instintiva, eligen para
la construccion de su colmena la figura que tiene mds dngulos porque ellas
conciben que contendrd mas miel que cualquiera de las otras dos.[2].

En este famoso y precioso parrafo trata varios asuntos que no son nada
sencillos. Y no me refiero a si las abejas son inteligentes o no, sino a los
problemas de optimizaciéon que plantea.

Nosotros nos vamos a quedar con lo méas bésico, que es el tema de las
teselaciones planas o mosaicos. Es un tema con muchas posibilidades. Las
més sencillas son las formadas por poligonos regulares iguales, de las que hay
tres, formadas por tridangulos, cuadrados y hexdgonos.

Figura 2: Tres ejemplos de teselaciones planas.

La imagen anterior es una aproximacion artistica a estas tres treselaciones
regulares. Una basada en el tridngulo equilatero (en la Alhambra de Grana-
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da), la segunda se basa en la cuadricula (los Reales Alcdzares de Sevilla) y la
tercera, basada en hexdgonos, fue disefiada por el arquitecto Antoni Gaudi
(Barcelona).

La misma idea pero aplicada en dimensién 3, es decir, las teselaciones
del espacio, jugaran un papel importante en nuestro estudio del dodecaedro
rémbico. Nos preguntamos jcéomo podemos rellenar el espacio usando polie-
dros iguales? La cuestién no es nada sencilla pero tenemos, al menos, una
respuesta clara y que nos resulta familiar: el cubo rellena el espacio. Un po-
co mas en general podemos decir que con paralelepipedos iguales rellenamos
el espacio. Pero aqui nos conviene destacar que el cubo es el tnico de los
poliedros regulares que tiene esta propiedad.

El texto de Pappus es un buen ejemplo de la fascinacion que la regulari-
dad de los panales de las abejas ha ejercido en la Humanidad desde tiempo
inmemorial. Hemos visto que la estructura hexagonal era bien conocida. Pe-
ro tienen que pasar mas de mil doscientos anos después de Pappus para que
alguien se fije en como es el fondo de las celdas de las abejas, escriba sobre
ello y saque interesantes conclusiones matematicas. Ese genio fue Kepler.

Ademas, tenemos la suerte de que él mismo nos va contando cémo fun-
ciona su mente creativa en su librito ‘De nive sexangula’. Leerlo es un placer
y un auténtico regalo [1].

Sobre la estructura de los panales de las abejas, Kepler escribi6:

Si usted pregunta a los geometras sobre la forma de los panales de las
abejas, su respuesta serd en forma de hexdgono. La respuesta es obvia tras
un mero vistazo a las aperturas o puertas, y a las paredes con los cuales estdn
construidos los alveolos. Cada celda esta rodeada por otras seis, y cada una
comparte una pared medianera entre ella y la siguiente. Pero cuando usted
examine el fondo de las celdas, verd que cada terminacion estd formada por
tres planos en dngulo obtuso. Seis vértices forman este fondo (usted mds bien
podria llamarlo la quilla) cada una de las seis paredes de la celda terminan
uniéndose, insertadas en un dngulo triedro, exactamente como el dngulo in-
ferior de la quilla; los tres de mds abajo en un dngulo con cuatro aristas |[...]
Las superficies planas de la quilla son siempre tres. Todas se parecen y con
la forma que los gedmetras llamamos rombo. Pags. 11-12 de [1].

A partir de la observacién de este maravilloso ejemplo tomado de la Na-
turaleza, Kepler descubre un poliedro formado por 12 caras rémbicas que
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llamamos dodecaedro rémbico o rombododecaedro.

La siguiente ilustraciéon se encuentra en otro libro de Kepler, ‘Harmoni-
ce Mundi’ (‘La armonia de los mundos’, publicado en 1619) y nos muestra
claramente cémo Kepler concibe este poliedro:

Figura 3: Dibujo del dodecaedro rémbico en ‘Harmonice Mundi’.

Seis rombos forman un ‘cinturén’. Nos podemos imaginar esos seis rombos
sobre las paredes del prisma hexagonal de la celda. Afiade tres rombos méas
de la misma manera que las abejas cierran sus celdas (lo que Kepler llama
‘la quilla’) y anade tres rombos més para cerrar el poliedro (las abejas no
cierran la celda de este modo pues necesitan una entrada).

A partir de esta descripcién del dodecaedro rémbico, ;qué propiedades
bésicas podemos deducir y cuiles podemos intuir?

El dodecaedro rémbico tiene 12 caras que son rombos y 24 aristas. Los
doce rombos son iguales.

Tiene 14 vértices de dos tipos distintos. En seis de ellos concurren cuatro
aristas (donde los dngulos de los rombos son agudos) y en ocho vértices
concurren tres aristas (los dngulos de los rombos son obtusos).

Seis rombos forman un cinturén. De hecho, el dodecaedro rémbico puede
verse como formado por cuatro cinturones de seis rombos (cada rombo estd
en dos cinturones).

El dngulo diedro entre dos caras adyacentes de esos rombos que forman
un cinturén hexagonal es de 120°. Puede probarse que el angulo diedro entre
dos caras adyacentes del poliedro es 120°.

Si imaginamos una capa de celda de las abejas y en cada celda colocamos

66



un dodecaedro rémbico lo que nos podemos imaginar es una capa infinita de
dodecaedros réombicos.
Pero sabemos que las abejas construyen sus panales en dos capas.

Figura 4: Las abejas construyen dos capas de celdas.

Kepler va maés alld y saca una importante conclusién:

Ademds debe anotarse que el orden de las celdas es doble. Uno abierto
y el otro con las esquinas de cada quilla en una capa insertada entre las
tres esquinas de las tres quillas de la sequnda capa. La arquitectura es tal
que cualquier celda comparte no sélo seis paredes con las seis celdas que lo
rodean en la misma capa, sino también con las superficies planas de la base
de las otras tres celdas de la capa contrapuesta. El resultado es que cada abeja
tiene nueve vecinas, separadas de cada una y cualquier otra por una pared
medianera en comin. Pag. 12 de [1].

Entonces podemos imaginar que en esta segunda capa ponemos también
un dodecaedro rémbico en cada celda y no tendremos especial dificultad en
imaginar que hacemos lo mismo en sucesivas capas.

Lo que Kepler estda deduciendo es que el dodecaedro rémbico comparte
con el cubo la sorprendente propiedad de teselar el espacio.

Y nosotros no podemos dejar de maravillarnos ante este ejemplo de ima-
ginacién y creacién matematica a partir de la observacion de la Naturaleza.
Especialmente si intentamos hacer la prueba nosotros mismos y hemos tenido
en las manos un panal de abejas natural. Lo que hace Kepler es, simplemente,
genial.
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Llegados a este punto, lo que procede es construir un modelo de este
poliedro y de la celda de las abejas. Es lo que se propone en la siguiente
seccion.

3. Construccion de un dodecaedro rémbico y una
celda de las abejas

Para disfrutar de este poliedro y comprender mejor sus interesantes propie-
dades es muy recomendable construir modelos.

Hay muchas maneras de construir este bonito poliedro (origami modular,
con doce cartas de la baraja, etc.) pero aqui proponemos una muy sencilla
que es una cajita con cartulina. Se trata de un modelo disenado por John
Jeremiah Edminster del poliedro y una variante que tiene la forma de una
celda de las abejas. (Se reproducen con autorizacién del autor).

Jahe At

Figura 5: Desarrollo del dodecaedro rombico.

Se pueden descargar los desarrollos de las figuras, imprimir, recortar y pe-
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gar. Los modelos estdn en la pagina web complentaria a este articulo (http://
www.matematicasvisuales.com/html/geometria/construccionpoliedros/
RDindice.html).

Si construimos varios de estos modelos podemos explorar cémo las abe-
jas contruyen sus panales, cémo encajan unos con otros en dos capas y las
propiedades del dodecaedro rombico, en particular, la de teselar el espacio.

Por mi experiencia puedo decir que un taller con el material expuesto
hasta este punto es siempre un éxito: la actividad de las abejas es fascinante
y el modelo para construir es sencillo, bonito e interesante.

4. ;Qué mas nos ensena Kepler sobre el dodecae-
dro rémbico?

La manera en la que Kepler nos muestra cémo ha descubierto el dodecaedro
rémbico a partir de la observacién de la Naturaleza es maravillosa, desde lue-
go. Pero Kepler va a seguir investigando con su mente creativa este poliedro
desde diferentes angulos sorprendentes y cada uno de ellos nos aportard un
punto de vista complementario y una mejor comprensién de esta figura.
Aqui solo podemos hacer un breve resumen de estos logros. El lector in-
teresado disfrutara con ‘De Nive Sexangula’ [1]. Si se desea profundizar un po-
co en alguno de los aspectos que vamos a comentar se puede recurrir a la pagi-
na complementaria de este articulo (http://www.matematicasvisuales.
com/html/geometria/construccionpoliedros/RDindice.html).

4.1. Una figura conocida desde tiempo inmemorial

Un asunto que nos puede llamar la atencién es por qué Kepler esté interesado
en el dodecaedro rémbico y en qué sentido podemos decir que es el descubridor
de este poliedro. Resulta que esta forma era bien conocida desde tiempo
inmemorial pues se encuentra en el mineral que llamamos granate.

El hecho de que este poliedro sea irregular (sus caras no son poligonos re-
gulares y sus vértices son de dos tipos distintos) nos puede explicar el porqué
este poliedro no ha sido descrito antes. Es mérito de Kepler el comprender su
valor matematico. Kepler no solo estd muy interesado en los sélidos platoni-
cos (en particular, para su modelo cosmoldgico) y en los sélidos arquimedia-
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nos, sino que también descubre dos nuevos poliedros regulares estrellados y
comprende que junto al dodecaedro hay otros dos poliedros rémbicos relacio-
nados. En su estudio de los poliedros podemos decir que es un digno sucesor
de Arquimedes.

Figura 6: Granate.

4.2. Un problema aplicado: el empaquetamiento de esferas

Si seguimos leyendo ‘De Nive Sexangula’ veremos que, sin aparente conexion,
Kepler se interesa por los granos de la granada pues se fija en que al crecer en
un espacio limitado los granos se comprimen y adoptan formas poliédricas.
Esto le lleva a lo que podemos considerar el segundo punto de vista de Kepler
sobre el dodecaedro rémbico. Se trata de su conexién con un problema rela-
cionado con la Tecnologia. Kepler trata el empaquetamiento 6ptimo de balas
de canon y plantea una hipétesis que llamamos Conjetura de Kepler. ;Qué
relacién tiene este tema con el dodecaedro rémbico? Kepler se imagina que
las balas de canén se pueden comprimir y el resultado es nuestro poliedro.
Conviene destacar aqui que estamos ante un ejemplo excelente de cémo
la manipulacién de un modelo nos ayuda a comprender un problema ma-
tematico. Si preparamos trece bolas de arcilla podemos colocar doce de ellas
rodeando una central y enseguida vemos que hay dos maneras distintas de
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hacer esto. Al comprimir una de estas configuraciones obtendremos el dode-
caedro rémbico. ;Qué ocurrira con la otra?

Gl matematicas¥ ks

Figura 7: Empaquetamiento de esferas y cuboctaedro.

Esta configuracién nos muestra también que hay una relacién entre nues-
tro poliedro y el cuboctaedro. El cuboctaedro es un sélido arquimediano.
Resulta que ambos poliedros son duales y, por lo tanto, el dodecaedro rémbi-
co es un sélido de Catalan.

Este asunto tiene mucho interés para las Matematicas. También esta rela-
cionado con el estudio de la estructura de la materia (Cristalografia, Quimi-
ca).

4.3. Los artistas del Renacimiento: Un cubo con piramides

Esta conexién entre la observacion de la Naturaleza y un problema de tipo
técnico nos muestra la imaginacién y genialidad de Kepler. Pero seguimos sin
conocer muchas propiedades de este poliedro. De hecho todavia no conocemos
sus dimensiones, la forma de sus caras, su volumen. Todavia nos sabemos
dibujar su desarrollo. j Hay alguna manera mas sencilla de ver el dodecaedro
réombico?

El planteamiento de esta cuestién nos permite relacionar este poliedro
con el Arte.
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Durante el Renacimiento los artistas y artesanos mostraron mucho interés
en los poliedros. Un buen ejemplo es Leonardo Da Vinci y sus ilustraciones
para el libro de su amigo Luca Pacioli ‘La divina proporcién’. En este libro
se nos muestra una manera de generar nuevos poliedros anadiendo pirdmides
a las caras de un poliedro base. Si aplicamos este procedimiento a un cubo
obtenemos un poliedro de veinticuatro caras que casi es nuestro dodecaedro.

Pero el mérito vuelve a ser de Kepler que es el que nos da la idea clave.

En su libro ‘Epitome Astronomiae Copernicanae’, Kepler nos muestra que
el dodecaedro rémbico es un cubo al que hemos anadido ciertas pirdmides de
una altura determinada. Un paso sencillo pero fundamental. Cada pareja de
tridngulos que se apoya en una arista del cubo son coplanarias, formando en
total doce caras rémbicas. Esto es lo que consideraremos el tercer punto de
vista de Kepler sobre el poliedro.

Figura 8: Un cubo con pirdmaides.

Esta es la manera mas sencilla de comprender este poliedro. La que nos
permite conocer las dimensiones de sus caras rémbicas en relacién con su
arista, que dentro del dodecaedro rémbico podemos inscribir un cubo (de
paso diremos que también un octaedro), que su volumen es el doble que el del
cubo inscrito, que tesela el espacio, que el dngulo entre dos caras adyacentes
es de 120°, podremos hablar del dngulo de Maraldi, etc...Ver [3].
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4.4. Los poliedros rémbicos de Kepler

La manera en la que Kepler nos muestra el dodecaedro rémbico y los tres
puntos de vista que hemos estudiado son muy interesantes. Pero, ;sabemos
realmente como Kepler descubre este poliedro? Pienso que no. Podemos plan-
tearnos una suposicién bastante plausible y que nos va a permitir hablar del
cuarto modo de ver este poliedro: El dodecaedro rombico es una consecuencia
l6gica de la nocién de dualidad aplicada a los poliedros platénicos.

El siguiente parrafo es clave:

Traigo estos rombos a colacion para abordar un problema de geometria:
sexistird un cuerpo, similar a los cinco poliedros sdlidos regulares y a los
catorce poliedros solidos arquimedianos que pueda ser construido nada mds
que con rombos? Encontré dos, uno con afinidad al cubo y al octaedro, otro
al dodecaedro y al icosaedro - el cubo mismo puede servir para representar un
tercero, poseyendo la afinidad con dos tetraedros acoplados juntos. El primero
estd formado por doce rombos, el sequndo por treinta. Pag 13 de [1].

De los infinitos poliedros que se pueden imaginar formados por rombos
iguales, Kepler destaca tres. Dos de ellos son descubrimiento suyo: el formado
por doce rombos que es el dodecaedro rémbico y el que tiene treinta caras
rombicas que llamamos triacontaedro.

Figura 9: Dodecaedro rombico y triacontaedro en ‘Harmonice Mundi’.

El tercero es el archiconocido cubo. El motivo para incluir el cubo no es
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el hecho trivial de que sus caras son cuadrados, es decir, un caso particular
de rombo. El motivo es mucho mas profundo e interesante.

Las parejas de sdlidos platéonicos duales tienen el mismo nimero de aris-
tas. Cada pareja puede colocarse de modo que pares de aristas se bisequen
ortogonalmente. Entonces decimos que estdn en ‘posiciéon reciproca’. Una
vez mas, es muy conveniente construir modelos para tener una vision clara
de estas relaciones.

La interseccién del cubo y el octaedro en posicién reciproca es el cu-
boctaedro y su envoltura resulta ser nuestro dodecaedro rémbico. Estos dos
poliedros son también duales.

La interseccion del icosaedro y del dodecaedro en posicion reciproca es
el icosidodecaedro. Otro precioso poliedro arquimediano. Su envoltura es el
triacontaedro. Ambos poliedros son también duales y, por lo tanto, el triacon-
taedro es otro sélido de Catalan. Los rombos del triacontaedro son distintos
de los del dodecaedro.

El tetraedro es autodual o dual de otro tetraedro. Si colocamos dos te-
traedros en posiciéon reciproca obtenemos un poliedro que ya era conocido
antes de Kepler. Por ejemplo, fue dibujado por Leonardo. Kepler lo rebauti-
za ‘Stella Octangula’ y asi lo seguimos conociendo hoy. La interseccién es el
octaedro y su envoltura es el cubo. Ya sabemos que ambos poliedros también
son duales. Por este motivo, el cubo es el tercer poliedro rémbico de Kepler.

Se trata de un ejemplo excelente de como la generalizacién de una idea y
el uso de la analogia son herramientas para obtener resultados matematicos.

Esto es un esbozo de lo que podriamos desarrollar si quisiéramos obtener
estas conclusiones de la nocién de dualidad.

Resumen

El dodecaedro rémbico es un poliedro que nos ofrece una oportunidad exce-
lente para disfrutar de la Geometria. Nos permite conocer su descubrimiento
en un contexto historico y presentar a su descubridor, el genial astrénomo y
matematico Johannes Kepler. Relacionar las Matematicas con la observacién
de la Naturaleza, problemas aplicados y el Arte. A lo largo de su estudio
nos encontraremos con problemas que han sido de facil enunciado pero dificil
demostracién y que han sido muy fructiferos para las Matematicas. Pero tam-
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bién con cuestiones sencillas muy adecuadas para ser planteadas a jévenes
estudiantes. Avanzando un poco més podremos relacionarlo con la dualidad
y, por lo tanto, entrar en el terreno de la Topologia. ;Se puede pedir més?

En el articulo se quiere destacar la importancia de la construccién de
modelos mateméticos que entronca con la mejor tradicién de ensenanza de
las Matematicas. Y esto lo hacemos no solo por su belleza sino también por
que nos ayudan a comprender mejor sus propiedades matematicas. Ademads,
podemos decir que cuando nos planteamos asuntos como la teselacién del
espacio o el empaquetamiento de esferas, la construccion de modelos resulta
casi imprescindible. Dibujos, fotografias e incluso aplicaciones interactivas se
pueden volver confusas para ojos inexpertos y la percepcion espacial se va
desarrollando con la manipulacién de este tipo de modelos.
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