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CAPITULO VI

EL MATERIAL

§ 1. LO CONCRETO EN LA ENSENANZA MATEMATICA *

EL, MOMENTO ACTUAL DE LA ENSENANZA MATEMATICA EN ESPANA

Espafia se halla actualmente en plena evolucién industrial. No puede
quedarse rezagada. Le urge colocarse al nivel de los pueblos que tienen
una ciencia y una técnica propias, y aportar en 1o posible su esfuerzo al
progreso universal. Ello exige, ante todo, una adecuada formacién mate-
méatica de nuestra juventud. No he de insistir ahora en el papel fundamen-
tal que la matemética desempefia en el progreso técnico de la humanidad.
La técnica es en definitiva el dominio de las fuerzas naturales y no pued.e-
lograrse tal dominio sin un conocimiento. profﬁndo de las fuentes de ener-
gia v de las leyes con que se gobierna. Emergética v cibernética, en sus
aspectos- nuclear y clectronico, respectivamente, son los grandes campos
de actividad técnica presente v futura, y ya sabemos la magnitud del ins-
trumental matematico que tales técnicas mecesitan.

Para la obra técnico-matemética del futuro se precisardn cuadros. cada
vez méas amplios de investigadores agrupados en equipos de estructura pira-
midal, es decir, edificados en estratos que vayan ‘desde una amplia base

1 Extractamos hajo este titulo varios fragmentos de la Conferencia que el antor

_pronuncié en el acto inaugural de 1a XI Reunién de la Comisién Internacional para

el estudio y mejora de la ensefianza matematica, que, acompailada de una extense
Exposicién internacional de Material Didactico, se celebrd en Madrid del 21 al 27
de abril de 1957.
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que permite situar en cada caso 2 un lado lo concreto ¥ al otro lo abs-
iracto? Las respuestas que demos a estas preguntas acaso jmarcaran. un

sello especifico a nuestra ensefianza.

Si consideramos como actividad mateméatica estrictamente la operatoria
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o abstracto no son términos abso-

De aqui se infiere que lo concreto ¥ 1
da estrato al siguiente. De

lutos, sino relativos, en funcién del salto de ca
aqui también que podamos hablar de percepcién en un sentido no sdie
sensorial, simo  también intelectivo.. Ia percepcién intelectiva seria as{
como el alumbramiento de las tomas de conciencia de los sucesivos estratos
de abstraccién. V lo virtual, que es muchas veces la esencia del pensa-
miento matematico, pasa a ser, a los efectos de concrecién consciente, tan
real para el matemAtico puro como pueda serlo para el fisico el mundo

experimental. _
Fn los procesos matematicos de abstraccién ha desempefiade un papel

decisivo la simbolizacién. Es la condensacién simbolica y la formalizacién
del razonamiento matemético lo gue ha hecho posible la répida -y formi-
dable progresién de abstracciones y generalizaciones crecientes que cons-

tituyen la Matemaética desde Vieta hasta nuestros dias. Expresados los
conceptos mediante simbolos y traducidas las relaciones que los ligan me-

diante leyes formales entre los mismos, puede descansar la mente mate-

“mética de los contenidos y operar sobre las simbolizaciones. De su com-
esan mediante nue-

binacién surgen entomces conceptos nuevos que se expr
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s, los circuitos de interruptores y de

- clases, las proposiciones, los comjunto
vacio en las méaquinas electrd-

conmutadores, conexiones de vélvulas de
nicas de cédlculo, no pasa de ser a su vez un ejemplo muy singular dentro
~de las familias mas generales. de estructuras algebraicas con doble ley de

1

- composicién. . . »
.. La Mateméatica, que empezd desnudando al mundo fisico de.sus atribu-

tos sensoriales para edificar sus primeros contenidos mateméaticos comncep-
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tuales (ntmero, espacio euclideo, medida, etc.), ha ferminado desnudan-
dose a si misma de estos contenidos y quedandose en las simples estruc-
turas pragmaticas que los relacionan. Pero este proceso de generalizaciones
v de abstracciones 10 se sabe a ciencia cierta cudndo empezé ni cuindo
terminaré... Sélo sabemos que el mundo fisico v

social, que paralelamente
evoluciona, estimula de tanto en tanto estos procesos, sugiriendo conceptos
abstractos nuevos,

que el matematico se afana Iuego en depurar vy en
combinar para la creacién de nuevos conceptos derivados, v que también
este mismo mundo fisico se beneficia posteriormente de las creaciones abs-
tractas puras, hallando para ellas nuevas e insospechadas adaptaciones.
(Para no citar mas que un ejemplo, recuérdese Ig misma Algebra de
Boole antes citada.)

Ningtn profesor de Mateméticas (lebe olvidar
terminable simbiosis con la que mutuamente se al
v la filosoffa natural. Con ello, no sélo podré vivificar los conceptos ma-
tematicos puros proyectindolos sobre 1la realidad fisica, sino que sabra

buscar en ésta los trampolines para nuevos saltos de elaboracién abs-
tracta.

esta monumental e in-
imentan la matemética

EL PAPEL, DEL MATERIAL DID:’&CTICO
EN LA ENSENANZA MATEMATICA .

Nuestra X7 Reunidén tiene como finalidad el estudio del material mo-
derno de enseflanza matematica. Este material - modelos, filins, filminas,
visto por los mateméticos situados desde la elevada perspectiva abstracta,
801 meras concresiones ilustradoras, simple ropaje conveniente para faci-
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§ 2. GENERALIDADES SOBRE LOS MODELOS !

SU SIGNIFIC.—’\CIQN EN LA ENSENANZA MATEMATICA

En el articulo anterior hemos dicho que los adjetivos «concreton y
«abstracto» tienen un valor mAs relativo que absoluto y que los conceptos
mate‘méticos se ordenan segfin jerarquias de abstracci;’)n creciente v com-
crecién decreciente, de tal modo que um concepto puede ser a -la vez
abstracto con respecto a los que le preceden en la escala, v concreto COI;
respe‘cto a los que le siguen. Pues bien, de acuerdo con esto, v desde un
amplio punto de vista, «modelo» en Mateméaticas es toda partic;ularizacién
de una idea més general, toda interpretacién concreta de un comncepto mas
abstracto. Todo modelo supone, pues, un descenso en los planos jerdrquicos
tde abstraccién aludidos. As{ decimos, por ejemplo, que el conjunto de
1(')5 nimeros enteros en un «modeloy de awillo conmutative; que los mul-
tiplos de un ntimero entero constituven un wmodelo» de ideal dentro de
aquel a‘nﬂlo; que el espacio interior a un elipsoide v las transformaciones
Troyectivas que dejan invariante dicha cuddrica constituven un «modelon
de espacio no-euclidec v de geometria hiperbélica.

En lo que sigue no nos referiremos a un concepto de amodelon tan
general, cuyo estudio nos llevarfa demasiado lejos. Teniendo en cuenta que
el primer eslabén concreto, del que parte-el nifio para empezar a edificar
sus abstracciones, es el mundo visible y tangible, nos referiremos a «mo-
delosn tomados del mundo material o realizados en él, bien

4 sen

con cbhjeto

1 Resu ideas es i i :
men de las ideas esenciales del articulo del autor titulado «Modéles

P €ts et modéles faits» 3 publicado {llllf.() a otros por la Comisién internac ional para
el estudio ¥ mejora de la ensefianza matematica en el libro Le DMatérial PDIU
14 2 ATt s . I: 2 z T, ’ ’ |
E”I’Z}Blg nement des I ILZL}L&HZ[IU(HI(]S 1. De ux-. & euchate
(EL lachaux I\lestk, Paus, N Cc Cl).
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de interpretar comnceptos mateméaticos o, 1o que es mejor, de lograr que
el.modelo los sugiera. En resumen, entenderemos agui por wmodelo mate-
méticon todo material capaz de traducir o de sugerir ideas matemdticas.

Ahora bien, concebida la ensefianza como gufa de aprendizaje, en el
gue la accién desempedia tan importante papel como la percepcién, habré
que procurar que los modelos provoquen una Yy otra de tal modo que las
interpretaciones o sugerencias de que son portadores no sean meramente
contemplativas, sino que despierten la actividad necesaria en el acto de
aprender. En otros términos, los modelos deberdn traducir o sugerir, crean-

do ademés situaciones activas de aprendizaje.

CARACTERISTICAS DEL MATERIAL MODERNO.
DINANISMO V¥ MULTIVALENCIA

La actividad del alumno ante los modelos confeccionados estdticos, su
desarrolla principalmente en el sentido de abstraer de varios de ellos el
contenido matematico subyacente comin, lo que exige una multiplicidad
de modelos. En canibio, un modelo dindmico lleva en si mismo la multi-
- plicidad de sus configuraciones v la génesis de los conceptos matematicos
derivados de los caracteres qué permanecei invariantes durante su trans-

 formacién, especialmente si ésta puede efectuarse de modo continuo. De
~aqui la gran ventaja de los modelos dindmicos sobre los estiticos para
sugerir conceptos matematicos v para ejercitar la actividad de abstraccidn.
Pero si proponemos al alumno la traduccién- de tales conceptos en nue-

vos modelos, la creacién y la realizacién de ellos pondréd en juego la acti-
vidad inversa de wconcrecidm», tan interesante como aquélla. Esta activi-
~ dad creadora del alummno se favorecerd grandemente si-se le stministra
~ material multivalente adecuado, es decir, elementos constructivos capaces
de servir para miltiples realizaciones (varillas, articulaciones, fichas, moO-
~saicos, bloques, barras, regletas, gomas, plastilina, etc.). Este material
 1 ticne ademas la ventaja de prestarse al juego libre como puro ¥ simple
deseo dé expansién activa, con lo que muchas veces termina asignéndose
dicha actividad un fin intelectual que suele ir de lo estético a lo matema-
~tico. La leccién experimental que sobre progresiones aritméticas de- order
~ superior describimos en el capitulo siguiente tuvo su origen. en una acti-

vidad. de esta indole . formacién de pirdmides  con regletas de colores

It
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varios; actividad que, conducida inicialmente por valores puramente pléas-
ticos, terminé sugiriendo una multitud de relaciones mateméaticas conteni-
das en la teorfa de tales progresiomes aritméticas de orden superior.

VENTAJAS DE LA CREACION Y DE LA REALIZACION DE MODELOS
SOBRE SU SIMPLE UTILIZACION

Los modelos asi realizados no sélo cultivardn la actividad de «concre-

ciény» o traduccién de ideas matematicas en el alumno que los ha creado
a tal fin, sino también la actividad de abstraccién o de sugerencia de
tales ideas en los que hayan de contemplarlos o manejarlos después. Si
el alumno creador del modelo se sitfa, pues, desde el primer momento,
-en este doble punto de vista, es decir, pensando que ¢l modelo tendrd que
sugerir luego su propia idea a los demés, practicard a un tiempo las dos
facultades de abstraccién y de concrecién que tantas veces hemos ponde-
rado como esenciales en una formacién matemética completa.

Asi, por ejemplo, el simple y vulgar hecho de dibujar un tridngulo
en el encerado para ilustrar un razonamiento general para todos los tridn-
gulos, obliga a presentar un modelo de tridngulo que no tenga propiedades.
especiales que sugieran generalizaciones falsas. j Cudntos errores de razo-
namiento se deben al hecho de haber creado en la figura dibujada un mo-
delo inconveniente para su ilustraciém, por llevar impiicitamente carac-
teres no especificados en las hipétesis ! No incurrirfamos en tales errores, ni
harfamos que los demés incurrieran en ellos, si, al crear el modelo tradu-
ciendo o concretando una idea abstracta, pensdramos que hay que utilizarle
inmediatamente como sugeridor de propiedades mno particulares de dicho
modelo, sino genéricas de todos los andlogos, es decir, propiedades asi-
mismo abstractas.

Esta sola consideracién realza la ventaja de la creacién de modelos
sobre el simple uso, ventaja que no se obtendri sin la contrapartida de
algtn inconveniente, como es el del tiempo consumido en los detalles de
su confeccién y acabado. Desde un enfoque, estrictamente matematico, es
preferible, en este aspecto, cuidar las ideas sobre los -detalles, sin que ello
signifique que sean despreciables, ni mucho menos, los factores educativos
gue en.otro orden de ideas (educacién del gusto, de 1a de%treza manual, et-

- ‘mensién (por ejemplo, la altura) -impuesta por condiciones de emplaza-
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cétera), puedan obtenerse de la perfeccién en el acabado. Este segundo
aspecto de la cuestién resulta particularmente interesante en las enseflanzas
de carhcter mixto formativo-profesional. La ponderacién entre uno y otro
aspecto depender4, en definitiva, del cardcter que prepondere en la ense-
fanza.

Sea como fuere, no cabe duda de que la realizacién de modelos con
elementos de 1naferia1 multivalente favorecerd notablemente una y otra
finalidad, permitiendo al alumno un considerable ahorro de tiempo v la
posibilidad de favorecer la facultad creadora, sin mengua de la realizadora

que resulta asi mucho més répida.

MODELOS CREADOS BAJO CONDICIONES.
APRENDIZAJE DE PROYECTOS

La realizacién de modelos permitird ademés al alumno ejercitarse tem-
pranamente en la creacién técnica. Todo proyecto técnico supone la c'rea\—
cién y realizacién de una estructura (maquina, construccién, instalacibén}
destinada a cumplir determinadas funciones. FEstas imponen ciertas con-
diciones que las leyes fisicas suelen traducir en ecuaciones mateméticas,
dando lugar a célculos que determinan los elementos caracteristicos de la
estructura proyectada. .

En la modesta esfera que le corresponde, un alumno de ensefianza media
puede también realizar modelos sujetos a determinadas condiciones que
basten para determinar indirectamente sus dimensiones. Asf, en Geometria
del Hspacio, en lugar de proponer a un alumno que realice en cartén un
modelo cilindrico o cénico de dimensiones dadas, seréd prefenble proponerle
la construccién, a escala conveniente, de la magueta de un depésito ci-
J{ndrico o cénico de capacidad dada y del que se comnozca ademés una di-

miento. Més tarde, cuando el alummno, iniciado en'los métodos del caleulc
’diferenmal sepa resolver problemas de méximos ¥ minimos, puede pro
~ ponérsele la construccién de modelos de proyectos gue obedezcan a deter

-mmadas condiciones econdmicas: gasto minimo de material para una ca

_ pacidad dada, volumen méximo para una 4rea dada, o bien para un desarro

1lo recortable de una placa prefijada, etc.
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A -
1 calcular y realizar asf sus proyectos y-maquetas, los alummnos juga-

r .
4n a ser anticipadamente ingenieros. Su interés por los problémas que

;eah/an aumentard considerablemente, beneficiAndose con ello la calidad
e su tra g

: 111 bajo, ya que los cilculos que para ello desarrollan no tienen por
m

meta la obtencién de unos resuitados numéricos que les dejan indifer entes,
sino de las dimensiones que necesitan para llevar

a término una realizaci
tangible efectiva. ' e

ALGUNOS EJEMPLOS DE MATERIAL DIN‘AMICOV
MULTIVALENTE

§ 3.

No es nuestro propésito describir en este articulo los mualtiples materia-

les utilizables para la confeccién de modelos: cartén, cartulina, tablex,

plexiglds v otros materiales plasticos, alambre, agujas metalicas, plasuhna
cola, bandas adhesivas, etc., ni la técnica de tal construccién con el mane-
jo de utensilios adecuados a este fin. Nos limitaremos a recomendar al lec-

en tal fabricacién, la lectura de los articulos destinados a

tor interesado
dicho tema en la obra Le malériel pour I'enseignement des mathémaliques,
anterioridad, publicada por la Comisién Internacional para
de las Mateméaticas (Edit. Delachaux-
el interesante articulo del pro-

ya citada con
el Estudio y Mejora de la Enseflanza
Neuchatel-Paris), y especialmente
«Méthodes de fabrication de modéles et matériaux

Niestlé,
fesor J. W. Peskett,
nécéssairesy, que comstituye el capitulo X de dicho libro.

Aunque méas adelante nos hemos de referir a los modelos matematicos
que nos ofrecen los objetos que mnos rodean en la vida diaria, solamente
citaré aqui, al paso, algunos elementos aprovechables como material mul-

',;tlvaleme para la construccién de modelos. dindmicos diversos : tubos de
cartén, botes de hojalata, cajas circulares, anillas; aros, bobmas de cintas
de méquinas de escribir, canetes de hilos, depésitos c1hndr1cos de material

"p1ast1co de lapices v plumas esuloomflcas carpetas, agujas de tricotar,

pm/as v o1etes metélicos, varillajes de paraouas viejos, material eléctrico

- vario que oportunamente detallaremos, etc De todos estos elementos he-

mos hecho ‘amplio uso en los modelos ¥ leccmnes que describimos en el

,c'm1tulo siguiente. )

Qms1e1amos en este articulo referirnos tan solo a unos contados mate-
riales, cuva eficacia y multivalencia estd plenamente demostrada en la

ensefianza de la Aritmética y de la Geometria.
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REGLETAS

Va hemos visto en el capftulo anterior todas las posibilidades de’las
regletas coloreadas de Cuisenaire en la ensefianza moderna de la Aritmé-
tica. Este material constituye por si solo uno de los ejemplos més signifi-
cativos de los caracteres de multivalencia y activismo exigibles a todo ma-

terial didactico moderno. Hemos descrito cémo invita a la acciénm, sugi-

Material de fichas coloreadas de las Hscuelas del Sagrado Corazén,
de Valladolid i

riendo, a través de ella, el dinamismo aritmético y algebraico. Pero también
clertos temas de Geometria, de calculo combinatorio y de progresiones, son
abordables con dicho material; lo que constituye prueba palpable de su-
mencionada multivalencia. Para més detalles puede consultar el lector el
articulo del profesor Gattegno, «Les matériels multivalentsn, que consti-
tuye el capitulo XII del libro antes citado. Vean adems la leccién 9 del
capitulo - siguiente. '

FICHAS , BOTELLINES, ETC.

Para una ensefianza de la Aritmética concebida més a la manera clasica,
es decir, como dindmica de relaciones entre conjuntos de unidades separa-
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das, un material adecuado lo constituven las fichas circ

en los juegos, especialmente si son coloreadas en varios tonos
distinguir los conjuntos unos de otros. La Rvda. Madre Dolores
Juniorado de las Escuelas del Sagrado Corazén, de Vallac_lolid, ha .
interesantes muestras del uso de este material en la Revista «Emnsen.
Median, ntunero 33-36, material que expuso asimismo en la Exposicién «
Madrid en 1957.

Pero el comercio mismo suimninistra conjuntos ya agrupados (botones
automéaticos, alfileres, botellines, etc.), de cuyas aompamoncs puede oote-
perse provecho en distintos temas de ensehanza. Asi, por e;emplo la ac-
tividad de encajonar un cierto ntimero de botellines en disposicién rectan-
gular, sugiere la distincién entre nitmero primo ¥ ndmero compuesto, y aun
Ja técnica para su discriminacién.

La disposicién en grupos de los clerres automéaticos de ciertas marcas
nos ha brindado eficaz oportunidad para iniciar a los alummnos en la técnica
de la descomposicién en factores ', Finalmeute, la agrupacién de estos mis-
mos elementos en tiras de diez, v cartones cuadrados de cien, permite de-
sarrollar a través de una actividad geométrica la estructura de la regla de
la rafz cuadrada (ver la leccién que se describe en el capitulo siguiente).

VARILLAS ENGARZADAS Y ARTICULADAS

Pasando al campo de la Geometria, las varillas de distintos tamafios,

~acompafiadas de dispositivos comvenientes para-su engarce y su articula-

ciGil, constituyen el material multivalente més adecuado para la construc-
cién de poligonos v poliedros, para la ilustracién de sus propiedades y aun
para materializar transformaciones geométricas diversas.

Asi, por ejemplo, con treinta varillas de madera, iguales, terminadas

~con hembrillas circulares que permitan atarlas de cinco en cinco, comcu-
rrentes en un mismo vértice, v encadenarlas tres a tres en cada cara, forma-
“remos rdpidamente un icosaedro regular desmontable.

- La construccién de este modelo surgié de un comentario én clase, des~
pués de haber aparecido destrozados antiguos moc}e‘los de dodecaedro y-
citho regulares (construidcs con varillas metilicas soldadas) mientras el
te‘traedro,‘octaedrb e icosaedro, de la misma colécéidn, se conservaban en

1 Véase P. PUIC ADAM: r(Dldadlca \Iatenmtlm Lﬂll‘lbtlca» leccién sohre des-

- composxcmn en factores primos.
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buen estado. La diferencia de resistencia, no debida al azar sino a la ri-
gidez estitica del tridngulo, origindé una ‘alusién instructiva a las estruc-
turas reticuladas triangulares corrientes en la técnica (puentes, postes, et-
cétera). Y, en efecto, los alumnos comprobaron la rigidez del icosaedro
como estructura ttiangular, obtenida como hemos dicho, sin necesidad de
soldar los vértices, sino de atarlos simplemente.

En cambio, un dodecaedro construido de aniloga manera carece de ri-
gidez. Para dérsela hubo que sostenerle mediante un icosaedro formado por

El omnipoliedro regular construido en el Instituto de San Isidro

aristas que cruzaran ortogonalimente las del dodecaedro en sus puntos me-
dios. Es facil obtener la relacién entre las aristas de uno y otro poliedro:
1a arista del dodecaedro es la seccién aurea de la del icosaedro cruzado.
Para obtener andlogamente un cubo rigido bastard insertar en sus caras
las seis diagonales formando las aristas de un tetraedro regular inscrito em
él. Si se inscribe un cubo en el dodecaedro antes formado (sostenido por el
icosaedro correspondiente), en el cubo un tetraedro, como hemos dicho,
y en este tetraedro el octaedro regular cuyos vértices son los seis puntos
medios de sus aristas (es decir, los centros de las caras del cubo), obtendre-
mo an modelo rigido desmontable de los cinco poliedros regulares sostenién-
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dose mutuamente y que pueden destacarse entre si pintando sus aristas de
colores bien diferenciados. Las longitudes de estas aristas estin en la re-
lacién : cubo, 1; tetraedro, &/ 2; octaedro, v 2/2; dodecaedro (V5 -—1)/2;
icosaedro, 1. Este modelo fue bautizado con el nombre de «omnipoliedro
vegulary por los propios alummnos que lo comstruyeron, en el Instituto de
San Isidro. '

Quede consignado lo anterior como un ejemplo vivido de cémo el mate-

tial multivalente de varillas permite la répida construccién de un modelo,

Construccién dinamica de cuadrildteros con varillas articuladas
' v deslizantes (material belga)

v cémo esta construceién puede surgir del c;omentario a un hecho oca.smnal
de la misma vida escolar. Ia citada Rvda. Madre Puig, de Valladoh.d, ha
realizado con sus alumnas construcciones analogas de modelos de poliedros
strellados *. v ’
reguclila;zsdoe los sistemas no son rigidos se obtienen estructurés deformables
con ciertos grados de libertad. Condicionando éstos convenientemente (fi-
jacién de determinados elementos, deslizamiento de o‘cros', ete.), pued.en es-
:cablecerse relaciones de posicién entre los vértices variables del sistema

. - . , o
2 Véase Revista «Ensenanza Media», nams. 29-32.
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Modelos dindmicos articulados para ilusirar transformaciones geométricas va-
rias : traslaciofies, giros; semejanzas, homotecias ¥ sus productos (Bosteels-
: - Bélgica) :

profesor Biguenet : ) . :
= t el que reali; . . . . L
d @ Generacién puntual y tangencial de la hipérbola (sistema

Detalle de ‘
alle de uno de los modelos del
el producto de dos homotecias

de deslizamiento v articulacién (Servais-Bélgica)
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que traduzcan transformaciones geométricas comocidas

cés Biguenet y . El profesor fran-

el belg i '
s .1b61°a Bosteels, han hecho amplio uso de estos sistemas
s para ilustrar transformaci étri ‘ ‘ .
t ciones geométricas en el pl
productos : i i fas, ‘ retonee o
; . ¢ traslaciomes, giros, homotecias, semejanzas, inversiones po-
aridad respecto al circulo... 7

Mosai . .
osalcos- varios obtenidos con' poligonos regulares
Carleer-Bélgica)

(profesora

Como ejer ipi
" . o
jemplo tipico de material geométrico multivalente, encuadrable

delltlo de este e IIajO tare 516 t O 0SS0 g m ano ae
al , C1 ICI]]OS, O ul 1m y 61 fal.ﬂ UCUEte ece d

cuyo rali i
yos elementos se ha valido precisamente el profesor

realizaciones °. _ Biguenet para sus

MOSAICOS ¥V PUZZLES GEOMETRICOS

EII el doIIllIllO de ia e\‘tellsloll pldlla e5 Lanlblell del maximo 111teles dl'

déctico el iguras
uso de figuras planas recortadas, acoplables entre sf, o en sus
3, >

R
No queremos cer A )
rar este parrafo si o~ .
. I miencionar el vist o] = :
art P vistoso mat
iculadas de plastico presentado en la referida stenal de varillas

; Exposicid . -
Instituto Laboral de Ayamonte, don Juan Fernandez posicion por el profesor del
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huecos correspondientes; las distintas actividades de ajuste, acoplamiento,
formacién de mosaicos, etc., que motivan, permiten sugerir variados con-

ceptos matematicos. ,

Como veremos en el proximo capitulo, las distintas formas de ajuste de
tales figuras en sus huecos, puede servir como punto de partida para es-
tablecer los conceptos de simetria en el plano. El acoplamiento en mosaico
1e cuadrilateros irregulares iguales puede relacionarse con el valor de la

+ Pascual Ibarra, de Valladolid,
para la iniciacién a la semejanza de tridngulos

El material del profeso

cuma de sus dngulos y también con las simetrias alrededor de los puntos
medios de sus lados. I,os mosaicos formados de tridngulos escalenos permi-

ubrimiento de sus relaciones angulares, sino también

tirdn no sblo el desc
. Finalmente, el

la génesis de tridngulos semejantes y sus propiedades

juego de mosaicos llamado rombo nos sugirié una bonita e inesperada lec-

cién sobre irracionales cuadraticos que describiremos en .seguida.

4 Véase la leccién v el material del profesor Pascual IpaRRA descrita en Revista

(Ensefianza Media», ndm. 11.
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EL GEOPLANG

Para la construccién rapida de los mas variados modelos de figuras
planas;’ formadas por rectas v segmentos, es de gran.eficacia didactica la
utilizacion de gomas coloreadas, tendidas entre los clavos de una red dis-
puesta sobre una tabla plana. Tal es el fundamento de los llamados «ges-

planos» del profesor Gattegno. Con una simple red cuadriculada de 5 por 5

Tiguras realizadas con gomas en un geoplano del profesor Gattegno

clavos (7 por 7 6 9 por 8) puede realizarse gran variedad de figuras geomé-
tricas planas, con.las siguientes ventajas sobre el encerado: 1.*, la rapidez
en la formacién, transformacién v anulacién de las figuras, vy 2.%, la muy
importante ventaja de la movilidad del geoplano y, por consiguiente, de
las figuras en él construfdas. Presentando cada figura en posiciones diver-
sas del geoplano, se habitfia el nifio a percibirla desde distintos éngﬁlos
visuales ¥ a reconocerla independientemente de su ppsicién, lo que no suele
ocurrir con el encerado. Todos los profesores hemos observado.la dificul-
tad de los nifios en recomnocer, por ejemplo, un rombo cuyas diagonales no
sean precisamente horizontal y vertical, como lo ha visto tradicionalmente

’ . oz
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en los libros, v asimismo la dificultad de recono-

dibujado en el encerado v : :
cer un trapecio cuyos lados paralelos sean, por ejemplo, verticales.

Si cada alumno, o pequefio grupo de ellos, dispone de un{geop}lano, la
actividad en la construccion de estas figuras despertard el interes en .la
averiguacién de sus propiedades. Para los poligonos regulares y las propie-

dades relativas

al cfrculo, se utilizan geoplanos con distribucién circular de

Detalle del geoespacio de Pescarini

clavos ad hoc. Las posibilidades de este material se hallal} .descntas'en dis-
tintos articulos v en especial en el antes citado Les ﬂmt'eq'wls. 771.ultwa‘legtf
_del propio profesor Gattegno (v. «Le matériel pour 'enseignement des
mathématiquesyr, Delachaux-Niestlé, pag. 191).

~ GEOESPACIOS

A i id ¢ ido realizadas por
" Amipliaciones al espacio de la idea del geoplano Han sido realizadas

i ia) iav J 7)Y tor estas
los profesores Pescarini (Italia), Schiavone (Uruguay) v el autor de
~lineas.

T,as figuras espaciales se materializan por : median
(orificios, ganchos...) distribui-

sus aristas realizadas median-

_te gomas o cordeles tendidos entre puntos _
dos en las paredes de un recinto espacial (geoespacio}.
- 17
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La principal dificultad a reseclver aqui es la de la visibilidad de la fi-
gura a través de las paredes del recinto que la contiene. »
‘Pescarini resuelve la cuestién construyvendo dichas paredes de plastico
transparente, lo que encarece el modelo. Nosotros hemos preferido hacer
uso de enrejados de varillas o telas
me‘céiicas, segin los modelos re-
queridos °. .
Para su uso individual, cual-
quier alumno puede, en rigor, cons-
truirse un geoespacio disponiendo
de cualquier caja de embalar de di-
mensiones no inferiores a 25 cm.
Suprimida una de sus caras de
mayoies dimensiones, con objeto
de poder manipular cémodamente
en su interior, atornillense, en cada
una de las otras, redes de tornilios
con gancho, distribuidos uniforme-
mente (o colocados en lugares pre-

cisos, si se quieren lograr figuras
espaciales métricamente predeter-
minadas). Tendremos asf, en toda
la superficie interior de la caja, ma-
terializados, un conjunto de puntos entre los cualed podremos tender

gomas elasticas o cordeles, que tan pronto tendrdn la significacién de

rectas indefinidas, en problemas de caricter proyectivo, como represen-

tardn aristas de figuras poliédricas tramsparentes, aptas para estudios de

cardcter métrico. La variedad de modelos que asi puede componer e idear

el alumno, tienen la ventaja, sobre los clésicos, de poderse hacer y desha-
cer con suma facilidad.
Las figuras que se detallan a continuacién representan varios modelos

en dos cajas, una fija ¥ otra desmontable, especialmente confeccionadas

5 Véase e] articulo del antor «Un nuevo material para la euseflanza euristica

de la Geometria del Espacio», publicado en Revista «Ensefianza Medias, numero 3,

del que reproducimos la parte descriptiva.

- cargar de situarla en su posicién preci-
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en el modesto taller de trabajos manuales del Instituto de San Isidro °, cou
Histones estrechos, con objeto de conseguir una visibilidad del modelo des-

de cualquier punto de vista exterior a la caja. Los listones de las caras

pueden sustituirse, con el mismo fin, por telas metélicas resistentes.

1. En el modelo de la figura 1 se materializaron dos planos mediante
dos pares de gomas, partiendo cada par de un mismo gancho, y dispuestos
en forma de que ambos planos se cortaran en el interior de la caja. Se pro-
puso a los alumnos colocar una aguja de tricotar en la recta de interseccién.
Pese a su aparente trivalidad, este ejercicio da bastante juego a la intui-
cién v a la accidén de alummnos jévenes (doce afios) hasta lograr colocar la
aguja en la posicién debida. Dificilmente se les ocurre a los muchachos re-
solver el problema visualmente, es decir,
colocando -la vista de modo que ambos
pares de gomas se confundan visualmen-
te en sendas rectas, y més les sorprende
todavia observar cémo, dejando caer sim-
plemente la aguja en el interior del die-
dro superior de los formados por ambos
planos, la misma gravedad se suele en-

. Se pueden dar anilogamente tres
planos para determinar su punto de in- Fig. 2
terseccién, discutiendo los casos posibies.
Conviene razonar el hecho de que tres pares de rectas no paralelas, copla-

~marias dos a dos, pero no las tres, concurren en un punto

2. Enmn la figura segunda se presenta un modelo en el que se ha mate-

 riatizado primeramente el teorema de Desargues, en un ensayo de inicia-

cién entre alumnos del curso preuniversitario. ILos lados de los dos tridngu-
los homolégicos T; ¥ T, (no coplanarios), izquierda y centro de la figura
Tespectivamente, vienen materializados por ternas de gomas de distinto

_color cada terna, por ejemplo, los tres lados del tridnmgulo T, en azul v los

del otro T, en rojo. El eje de homologfa es la alineacién de tornillos de

~ un listén de la base, y las tres rectas, concurrentes en el centro de homo-
logia’ Oy, que unen los pares de vértices homélogos, se materializan me-

5 Es de justicia agradecer al prestigioso maestro macional, especializado en tra-

’-ba}os manuales, don Mariano Ferndndez, la eficaz ayuda prestada en la realizacién

de estos modelos, en la gue asimismo han colaborado alumnos del Iastituto.
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diante tres agujas de tricotar. La adicién de un tercer tridngulo T (ama-
villo, a la derecha), homolégico de los anteriores con el mismo eje de ho-
mologia, permite realizar el teorema de las tres homologias, comprobando
la alineacién de sus centros O, (de Ty T.), O; (de T, Ty), O: (de T, T4).
Situando Ts no coplanario con T, ni con T:, el tercer centro de homolo-
gia O, puede comprobarse visualmente colocando la vista en forma de que
se superpongan las iméagenes de T, y T, con lo que aparecen entonces asi-
mismo superpuestas las imégenes de O, v O,;
enjambre de varillas.

se evita as{ un excesivo

Hsta misma realizacién suministra un modelo de dos tetraedros homo-
légicos, los determinados por O, T, v por T; O,, cuyo plano doble de ho-
mologia es el de T;; los lados T, v el
eje de homologia de T T, T, son ahora
las rectas del plano doble en que se cor-
tan los cuatro pares de caras homélogas;
y el centro de homologia de ambos te-
traedros es el punto O,, en que concu-
rren los pares de vértices homologos de
T, v T, asf como la recta O, O,, en vir-
tud del teorema de las tres homologias.
Al colocar la vista en dicho centro de
homologia se perciben ambos tetraedros
como dos cuadrivértices coincidentes.
Fig. 3.2 3. Pasando de los problemas de ca-

» ricter proyectivo a los de indole mé-
trica, la figura tercera muestra la realizacién de un modelo deformable de

5

paralelepipedo, obtenido combinando varillas rigidas y gomas. El paralele-
pipedo comienza siendo recto y rectangular; pero por movimiento de las
gomas primero, v de las varillas después, termina siendo oblicuo, de base
paralelogramica. En cada deformacién, los alumnos wen palpablemente
cémo se agrega por un lado un velumen igual al que se guita por otro, con-
servandose en las sucesivas deformaciones (traslaciones de una cara en su
plano) el volumen total del paralelepipedo v la ley que lo determina (base
% altura). L,a supresién de una arista {varilla) reduce el paralelepipedo a
un prisma triangular de veolumen mitad, volumen que se obtendré, por tan-

to, segn la misma lev; la agregacién de nuevas aristas paralelas, abrazadas

j 3
[« 3}
jus
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por las gomas bésicas, permitird generalizar dicha lev a prismas cqad_rau-
- adicid i iangulares sucesivos.
gulares, pentagonales, etc., por adicién de prismas triangul

Me parece interesante consignar agui que un alumno, ante la figura del
prisma triangular recién obtenido, enuncié esponténeamente esta citra 1'e—l
zla de obtencién del volumen, desconocida para él: producto del 4rea de
una cara lateral por la mitad de la distancia a la arista opuesta.

4. La figura cuarta representa la descomposicién del prisma trian'g‘ulax
en tres pirdmides equivalentes, realizada mediante gomas. La movilidad

Tiot 5.8
Fig. 4.2 Fig 5.

del modelo permite variar sus posiciones para hacer més facilmente per-
ceptibles las pirdmides parciales v su equivalencia‘_ . .

5. La figura quinta presenta un modelo de prismatoide realizado con
cordel continuo, de modo gque ninguna arista se recorre dos veces. Las ba-
puede obtenerse mediante varillas o agujas apoyadas'en “105 travesafios
medios. La caja se completa entonces con la cara anteno&hgual a la pos-
terior), de quita y pozn. Un punto interior a dicha .secc1o11 medla_,puede
inaterializarse mediante la cabeza de una aguja de tricotar, completandose
amente sin dificultad el razonamiento conducente a la deter-

ses se sitian en las caras inferior v superior de la caja, la seccion media

imaginativ
minacién del volumen. ) o
6. La realizacién del prismatoide mediante cordel resulta mas 1'ap'1da
que la realizacién mediante gomas, ¥ 1o mismo ocurre con 'C(?dOS aquellos
[;olieclros que tengan considerable nimero de aristas. Ahora bien, no todos

jos poliedros pueden realizarse tendiendo un cordel continuo sucesivamente
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entre sus vértices, sin pasar dos veces por una misma arista; tal imposibili-.
dad ocurre con los prismas y piramides corrientes. ¢ Cuales podrin cons-.
truirse as{ v cudles no? Se trata de un problema topolégico anilogo al de.

los puentes de Kénigsberg, que intriga a los muchachos, dando lugar a
que discurran soluciones ingeniosas. Uno de mis alummnos, por ejemplo,
intrigado por mi afirmacién de la imposibilidad-de construir pirdmides de
esta suerte, urdié la solucién de afiadir las diagonales de la base en una

pirdmide cuadrangular (con lo cual hizo concurrir en todos los vértices um

Fig. 6.2 Fig. 7.2

ntimero par de segmentos). La réplica fue propomnerle la sclucidén con una
sola diagonal. (Véase la figura 6.%).

-

7. Si se varfa la disposicién y frecuencia de los ganchos, pueden rea-
lizarse incluso superficies regladas (igura 7.%), curvas alabeadas como
aristas de retroceso de superficies desarrollables (figura 8.%).

8. La figura octava reproduce una variante de nuestro geoespacio, con
paredes de reja metédlicas que permiten una mayor densidad de generatri-
- ces; la figura contiene las tangentes a una curva alabeada, la superficie
desarrollable que forman v el triedro intrinseco en, un punto. Hemos cons-
truido, por {ltimo, un modelo mévil plegable, que ilustra transformacion
afines continuas. ) )

Como se ha dicho, las figuras citadas pueden realizarse en modelos
construidos por los alumnos en cajas de embalar. La inscripcién en ellas
de poliedros determinados por condiciones métricas v de posicidn, podri
dar lugar a calenlos interesantes, con aplicacidn, incluso, de trigonometrfa

: s 7 TALEN 9
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i s, 1 ina s mediante lamparas
figuras realizadas, iluminandolas m

rectar ras de las red paras
e entes, materializando asi pre

" de bolsillo o mediante focos lejanos més pot

i struccel racteristicas
vecciones paralelas que permitan aclarar las construcciones carac

de la geometria descriptiva.
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-
Sin darnos cuenta de ello, vivimos rodeados de modelos matematicos, v

X ’ 7

el hecho es natural. La técnica que nos suministra el confort est

s 4 impreg-
nada de Mateméatica. Los ingenieros, al

; provectar, v los obreros al realizar
1o proyectado, hacen constantemente uso de ella. Corresponde al profesor

Jo N 24t . S X .
de Matematicas volver a hallar ¢l contenido matemdtico de las cosas que

nos rodean v jugar con este contenido a efectos didicticos.

T _ He aqui una
actividad, en cierto modo inversa de 1

1 tA ]
a del técnico, que los profesores de

N L. . ., .
MatemaAticas debemos ejercer v también hacer ejercer a nuestros alumnos

Ya en el articulo anterior nos hemos referido a las posibilidades didac-

ticas de algunos materiales. de uso corriente.:. botones, cierres auntomaticos
botelli a inas TEIM0S { .

e%lmes, carretes, bobinas, etc. Queremos en este articulo provectar pers-
pectivas més amplias en este mismo orden de ideas, pr
variados de los conceptos v de las activida

sugerir objetos diversos de la vida corriente,

esentando ejempios
des matemdticas que pueden

LA VENTANA

Una simple ventana, por ¢jemplo, suministra infinidad de modelos. no
-, ’
Q s i ~ . .
s6lo los de mds trivial acceso, como son las figuras planas de sus marcos
v vidrios, sino también los que se derivan de sus movimientos, del ajuste

d i 5 1S s, ete. (oiros. 4dnoulos di
e batientes en sus marcos, ete. (giros, dngulos diedros, determinacién de

planos, traslaciones en las ventanas de autobuses v vagomes de ferrocarri- -
les, ete)).

E] error cometido en el cileulo de 1a superficie de los cristales cuando
no se tiene en cuenta la parte cubierta por la masilla o por las pestafias
de los marcos, puede ofrecer una opertunidad para dar reglas de acotacién

de este error, asf como para introducir una nocién de diferencial ordinaria
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¢ logaritmica suficiente (aunque grosera) a los efectos de la ensefianza’
elemental. i

I.a existencia de intersticios entre las hojas de la ventana y entre éstas
v el marco, pueden servir también para ofrecer problemas de minimo en-
friamiento, segtn las hipétesis que se formulen acerca de dicho enfriamiento:
(proyecto de una ventana de enfriamiento minimo para una superficie de
iluminacién dada, suponiendo, por ejemplo, el intersticio central de doble
enfriamiento, por metro lineal, que los intersticios de los bordes).

Ia proyeccién del exterior sobre la superfi-
oie plana del cristal, permitird ilustrar las pro-
piedades de Ia proyeccién cénica con sus pun-
tos de fuga, escalas armoénicas, etc.

Si la ventana tiene persiana, la proyeccién
estriada del espacio exterior, en el que puede
desplazarse una mira topografica vertical, per-
mitird ilustrar los principios de la telemetria
6ptica.

SIMETRIAS REALIZADAS CON UNA FALLERA

Siempre en relacién con la ventana y sus

accesorios, se puede utilizar la falleba y sus

7

Plano de simelris

movimientos para obtener interesantes conse-
e fa fallebe

cuencias sobre simetrias en el espacio. St se
“compara, por ejemplo, la posicién inicial (1) )
con la final (3) de una falleha corriente después de dos movimientos de
 siimetria alrededor primero de un eje horizontal I, y luego de un eje verti-

cal ¢, 1a mayor parte de los observadores estiman que la relacién entre estas
- dos posiciones es una simetria con respecto a un plano que pasa por el ejé
vertical. Ahora bien, ningn movimiento es capaz de realizar una simetria
piéna en el espacio; el zapato derecho no puede convertirse en otro para

- el pie izquierdo por mucho que se le mueva. La simetria que existe entre

ambas posiciones es otra : precisamente la simetria con respecto a un eje e,
ﬁérl)enclicular a los © v k. Si analizamos el error cometido nos daremos
cuenta de que se debe al hecho de que corrientemente la propia falleba tie-
ne un plano de simetria, con lo que hemos ilustrado a la vez dos teoremas -
. el producto de dos simetrias respecto a dos ejes b v 7, perpendiculares
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-entre si, es otra simetria con respecto a un tercer eje e, perpendicular a los

precedentes, y 2.° el producto de esta simetria por la simetria (de la falle--

ba) con respecto a un plano que pasa por e, es a su vez una simetria con
Tespecto a un plano que pasa por este eje y es perpendicular al plano de
simetria precedente. Es precisamente esta Gltima simetria la que primero.
salta a la vista, 1nduc1endo al engafio comentado.

Realizando nuevas manipulaciones ' podemos relacionar las simetrias
con respecto a los ejes mencionados, con la simetria respecto al centro en,
que concurren. En resumen : La falleba constituye un ignorado y excelente
modelo para ilustrar las transformaciones que definen el grupo de simetrias
con respecto a los elementos de un triedro trirectdngulo. Permite también
ilustrar otros muchos movimientos, obtenidos mediante productos de giros
. alrededor de los ejes horizontal & v vertical v, lo que asimila sus grados
de libertad a los que tiene el teodolito, pero nos hemos limitado al grupo
de simetrias mencionado por su interés v vistosidad.

PROGRESIONES EN LAS PERSIANAS, TAPICES
Y SERPENTINAS ARROLLADAS

Me he referido més arriba a la persiana desplegada como modelo ilug-
trador de la telemetria: Pero la persiana arrollada, asi como un tapiz arro-
Hado o una simple serpentina, ofrecen un problema interesante a la curio-
sidad del alumno :  Qué longitud tendrin una
vez desarrolladas? Los alummnos suelen esque-
matizar acertadamente los arrollamientos como
circunferencias en progresién aritmética, v el

problema se resuelve sumando los términos de

Ia progresién. Los términos inicial v final se

obtienen ficilmente por medicién directa de los didmetros mteuor v exte-
-rior; el ntunero de términos se obtiene contando simplemente las capas su-
serpuestas (para facilitar este recuento se puede estirar la serpentina a mode
de cucurucho, de modo .anz’dogo a como se deslizan oblicuamente las cuarti-
llas de un montdn para contarlas). Todos estos modelos improvisados sumi-
nistran la estructura algebraica com@n a la suma de los términos de una

progresion aritmética, al drea del trapecio, v al drea de la corona.

1 Vénee P Pure ADsn i Diddctica snatcmdiica
des», nm. 35-6.

evristica y Revista cArquime-

r r ~ . 067"
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LA GEOMETRIA QUE PUEDE HACERSE CON UN VIDRIO OSCURO

Va hemos dicho que la Geometria se concibe modernamente c:or.no el
estudio de propiedades invariantes de las figuras con' respecto a ciertos
grupos de transformaciones. Los instrumentos que realizan es}tas tra:nsfor-
maciones son, pues, los instrumentos naturales de la Geometria moderna :
juego de escuadras para la traslacién, papel de calco o trans.p’arente Para
los movimientos, etc. Un trozo de vidrio plano (con borde rectilineo), situa-
do perpendicularmente al plano del dibujo, es el instrumento natural para

realizar simefrias en el planoc. Si el vidrio es de color oscuro, pero trans-
parente, al mirar la cara anterior del vidrio, se reflejaréd ep el?.a la partfe
anterior del plano del dibujo, superponiéndose la imagen reﬂej.ada de di-
cho semiplano anterior con la imagen transparentada del semiplano pos-
terior. Hsto permite realizar facilmente las oper raciones fundamentales si-
guientes :
1. Hallar el eje de simetria de dos puntos (mediatriz §61 segmento gue
los une) o de dos rectas (bisectriz del dngulo que forman?. . o
Basta mover el vidrio hasta que queden superpuestas la imagen refleja-
da de uno {o una) de ellos con la imagen transparentada del otro (ot_ra).
¥l borde marcard entonces el eje. La operacién es aplicable a la construe-
cién de la bisectriz, sea 0 1o accesible, en el dibujo, el vértice del angulo.

? . 375 >

9. Trazar la perpendicular a una recta T por un punto P,
" Basta situar el borde sobre este punto (esté o no sobre la recta), de ma-
nera que la imagen de la semirrecta anterior al borde, coincida con la vi-

E)
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sién transpa semi t i
parentada de la semirrecta posterior. Reiterando la operacié e
pueden trazar paralelas. o

5 Hc:llcu el simétrico P’ de un punto dado P respecto de un eje dado
1 <71 poSy . o
uando el borde del vidrio en r bastara colocar la punta del l4piz del

lc.‘do COIIrario a I hasta q 2 S S 2 a.
1 .
N ue s imagen ransp ’IL.ﬂtada (0 ICfle ada) coin-

S "
A _—

¢ R N

ida con la i : j
i 1 mnage fle -
imagen reflejada (o transparentada) de P. Punto por punto
pueden obtenerse as{ figuras simétricas
4. Hallar la inter ¥e)
B a 1nterseccién de una recia dada con una circunferencia de-
finida por su ceniro O v un punto P |

\i(p/

X |
P P

Bastal‘a st re l)()I(}.L: asando por () (le Lll()d() que ]a lmagen de ]E
tua 1
] x > S

se sitd - 1 S 1
ithe sobre 7, o bien que la imagen de r pase por P. En ambos casos
el punto P’°, simétrico de P, s )

Ly 02

e, . p
e situard sobre 7, proporcionando la solucién.

IIaV natt -all ente \1(): b()lLCloﬂeb ()[LG:])O.ddlC‘LkEﬁ a d()\. [JOS 1C1011e, (161
3 5
C
S
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_Este problema es equivalente al de trazar por O las tangentes a la

parz’}bola definida por su directriz » v su foco P. Estas tangentes son, et
efecto, las posiciones del borde del vidrio en las dos soluciones del proble-
ma anterior. Recuérdese que la directriz es el lugar geométrico de los si-
métricos del foco respecto de las tangentes a la parébola.

Mediante estas construcciones basicas, en las que el borde sirve tam-
hién de regla, se puede probar la posibilidad de efectuar con dicho instru-

mento todas las construcciones realizables con la vegla v el compés de la
Geometria clésica. Claro es que no es el instrumento méas adecuado para
algunas de ellas, Por ejemplo, la construccién de un tridngulo dados sus
tres lados, equivalente al de hallar la interseccién de dos circunferencias
de centros y radios dados, resulta particularmente complicada. En cambio,
ctras construcciones son tan sencillas como puedan serlo las clasicas,
cuando no las aventajan, ¥ 10 108 referimos solamente a los problemas
en los que el uso de la simetria constituve la clave del problema, sino tam-

hién a otras, como la construccién del conjugado armoénico, o del punto
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270 EL MATERIAL :
A 6. Mantengamos fijo el punto C y abramos el paraguas conservanc}o
- 1 1 1bi Ang Y
el eje vertical. La varilla q gira en un sentido, describiendo un é4ngulo

. . - - i ornal
igual al' B. La varilla b-gira en sentido contrario, describiendo otro igu

inverso de uno dado comocidos el centro y el radio de i nversién, problemas
que’ parecen muy alejados de las posibilidades del aparatc. Resulta par-
ticularmente elegante la construccién de cénicas como envolventes median-

te dicho instrumento combinado con el compas. - t’, e ’ 5 Bk
v . ax . N ’ \ﬁ a.}"\\‘ c
) ] ] ] &/
EL PARAGUAS, MODELO MULTIVALENTE 3 o/i»
| 3
E] juego de varillas v el gje de un paraguas, 1nos ofrecen un modelo ma- D'L A af
temdtico, del que extraer muchas lecciones geométricas intuitivas. Pre- '
sentamos algunos ejemplos : 4
i .
Relaciones sencillas enire los lados ¥ los dugulos de un tridngulo bid
\ 7 miieil
Observemos ¢l tridngulo ABC formado por el efe del paraguas, una al A, Luego, el angulo exterior C’ es igual a B + A. YV tar

varilla corta & v el s egmento a de varilla larga comprendido entre la cfis-
pide B v la articulacién C.

A_LB_LC:C’-;—C:].SOO-

1. Cuando el paraguas estd cerr AB = g + b, sin que s T , ; iedros
Luando el paraguas estd cerrado AB @ + b, sin que se forme Triedros y dngulos poliedros

tridngulo. Para que éste exista, es preciso abrir el paraguas, disminuyen-
do la longitud AD. Luego AL = ¢ << a + b.

1 i onsecuti~
7. Consideremos dos juegos de varillas @, b, articuladas c

s forman un
vas v los dos planos en que estan’ situados. Estos dos planos

2. Abriendo el paracuas. el AB disminuv 5 raguas? ¢ Dis-
2. Abriendo el pa aguas, el lado AB disminuye al musmo tiempo que diedro cuando se abre o cierra el pa

diedro. ¢ Aumenta este -
a a veces res
minuye? La naturaleza capciosa de estas preguntas provoc

el angulo opuesto C . Propiedad de los tric ngulos con pares de lados res-
peclivamente iguales.

3. Se observa la igualdad de todos los tridngulos formados sobre la
misma porcién de eje AB: Tgualdad de los tridngulos con tres lados
iguales.

4. Sia = b, los dos sistemas de varillas @ ¥ b se abren del mismo

s

angulo. Todos los triangulos formados son isésceles. Pero si a Z b, las va-

d
b-a
Am/ \

rillas b se abren | mis que las varillas a: Relacidén entre los dngulos y

{ menos

los lados opuesios de un tridugule,

= Q2 5 ~ ) D PP Q-
5. S b es mavor que «, el paraguas puede invertirse, forméandose An de las que se puede obtemer provecho didéctico. La ¢

estas erréneas, -
; or se sugiere de una manera patural, preguntando cuir
L

gulos obtusos en B. Estos 4ngulos no son posibles si b es menor que 4,
rreccién del err do cuintos
de estos diedros componen los 360° en torno al eje. Los alumn i
: i ianci iedros, ¢Qué es
tonces oblizados a recomocer la imvariancia de estos diedros. ¢ ,
en gados

O tanto ( e aumenta o 1563 V S ones OL’ZZLV S
d-S muye: LEL, se
1 3 ]O ue um cet ua dae ese

pero entonces, a partir de la posicién de b perpendicular al eje, el para-
guas se cerrard, de tal modo, que se podra obtener una misma abertura del”
paraguas con dos longitudes AB: Ambigiiedad de un tridn gulo definido
por dos lados y el dngulo opuesto al menor., Relacién entre los angulos

diedro.
A en ambas posiciones.
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8. Observacién de los triedros (isésceles) formados por el eje v los
pares de varillas @ (consecutivas ¢ no). Idem con las b.

9. ¢En qué posicién quedardn las varillas ¢ situadas en el mismo

plano? ; Cudl ser4 entonces el valor de la suma de los 4ngulos formados
‘por estas varillas (consecutivas o 10)? ¢ Qué modificacién sufren estos 4an-
‘gulos cuando se cierra- el paraguas? Limite superior de la suma de las
caras de un dngulo poliedro.

10. Consideremos una tela extendida entre 3 varillas ay, Qs, y, CON-~
secutivas o no. Si se suprime la varilla intermedia a,, ¢se mantendrsd ex-
tendida la tela? Propiedad de la cara a; ag de un triedro de ser inferior a
Ay Go + Qg ag.

Simetrias, rotaciones, homotecias

11.  Observacién de las simetrias del paraguas abierto.

12. Observacién del grupo ciclico de rotaciones, se eglin el nimero de
-sistemas articulados.

18. Obser‘vacién de la homotecia existente entre o] s 1stema rle pun-
‘tos de articulacién C'v los extremos libres D de las '\*arillaa a.

Algunos problemas que Se pueden proponer sobre la variacién
-de.magnitudes, producida al abrirse el baraguas por desplaza-

miento de A

~ Llamaremos ~ al desplazamiento del punto A a partir de su posicién

-correspondiente al paraguas cerrado. Supondremos, ademis; el caso mAs
simple: a = b.

14. Variacién de los dngulos A v B en funcién de =.

15. Variacién de la separacién entre dos articulaciones consecutivas C
{s siendo n el ntmero de sistemas s articuladoes).

16. Variacién del dngulo de las caras del dngulo poliedro formado
por las varillas a.

17. Variacién del angulo sélido S limitado por ese angulo poliedro.

18. Variacién del 4rca v del volumen de la bipirdmide definida por
las varillas a v b,

19. Maximoe del volumen anterior.
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Py

! miento x T jiente a poligono re-
20. Céalculo del desplazamiento x correspondiente a un polig

gular (formado por los extremos libres) de perimetro dado.

LA GEOMETRIA DEL ATRIL
Tridngulos, triedros, problemas diversos ‘
FEl pie del atril tiene la misma estructura geométrica que un paraguas

.. - :11
{invertido) con tres pares de varillas articuladas. Se pueden obtene; fle ,Cl
{as ‘mismas sitnaciones diddcticas expuestas en los’ pérrafos anteuml‘es

a\ 3 NN

A\

Movimientos espaciales

El deslizamiento de la varilla central a lo largo del eje, permite 1mpr1-
mir al atril movimientos de translacién a lo largo de este eje, movimien-

tos de rotacién en torno a él y movimientos helicoidales.

Deformaciones que ilustran las propiedades del arco capaz

El atril propiamente dicho, estd constituidoi por dos r<.)mbo‘s art'iculado;
unidos por un lado. Hste doble rombo proporciona varias Sltuamones.,,dl;
dActicas. Es un sistema articulado que hemos utilizado en, algun.a lec?on
éc;bre los 4ngulos inscritos y el arco capaz, de tal modo que si se fija la
rosicién de dos lados NB, N’B’ (o bien MA, M’A’), de].ando uri 5019 ’gl‘j’l—
do de‘ libertad a la deformacién, y se suponen confunduiqs MN y M'N’,

J

2z V. P. PuiG ADaM : «Bl Material Did4ctico matemético actual», pag. 13
138
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los 4ngulos B’MB y A’NA son invariantes durante esta deformacién’ y el

punto M (o el N) describe el arco capaz de B'MB (o A’NA) sobre BB’
(o AAY).

Translacién plana

Si fijamos el lado A’ B’, queda un sistema articulado con dos grados
de libertad, que permite describir al punto A una figura cualquiera (en-
tre ciertos limites). Simultineamente, el punto B describira una figura
igual, transformada de la anterior por la translacién AB.

Inversién

Finalmente, consideremos el sistema articulado MOB, que enlaza los
vértices M, B, de uno de los rombos; sistema formado por dos varillas
de longitud igual a la mitad de la diagonal del cuadrado obtenido por

deformacmn dcl rombo. Si fijamos en el plano el punto O, el fombo NBAM
posee dos grados de libertad que permiten ‘describir al punto A una figu-
ra plana cualguiera (entre ciertos limites), v la figura descrita por el vér-
tice opuesto N es inversa a la descrita por el punto A, respecto al cen-

1
tro O, con potencia de inversién igual a — MA® (puesto que €l pro-
5 :
ducto OA . ON es la potencia de O respecto del circulo de centro M y
C ' 1
radio MA vy vale MO? — MA® = —_ MA® __ MA?).
’ 9

a

’ r ~ ‘ ) s 9
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VL."\ M:\TEZ\-I.&TIC;\ DE I.OS ESCOMBROS

Finalmente, entre los escombros, en los residuos de cosas rotas que ya
aparentemente de nada sirven, pueden hallarse problemas interesantes al
reconstruir parcialmente las figuras geométricas a las que aguellos trozos
pertenecian.

Cada figura geométrica se caracteriza por un cierto ntimero de pardme-
tros, de tal suerte que si todos ellos estdn presentes en el trozo parcialmente

La falleba, el paraguas y el atril, modelos matematicos extraidos
de la vida

reconstruido, la reconstruccién total serd una cuestién de pura y simple
geometria. Cada informacién que se propone obtener a los alumnos sobre
la figura buscada (dngulos, perimeros, 4reas, voltimenes),dara lugar a
construcciones y a célculos que el alumno acometerd con interés en virtud
del clima de misterio creado a su alrededor.

La Arqueologia no tiene otro objeto que la reconstruccién de antiguas
civilizaciones a partir de los residuos que se han descubierto en las exca-
vaciones. Los problemas que plantean tienen, pues, a menudo, caricter
eminentemente matemético, no solamente en relacién-con las formas geo-
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métricas que su arte nos ha legado, sino también en la reconstruccién de
su escritura, de su lengua, de su técnica de célculo, etc. En este terreno,
los problemas tienen una determinacién mucho menos precisa, y la Esta-
distica desempefia en ellos un papel particularmente importante. Baste re-

La geometria con un vidrio oscuro. Problemas de reconstruccién
geométrica con trozos de cascote

cordar a este propdsito las relaciones existentes entre la criptogtafia y la
moderna teoria de Ia informacién, relaciones a las que nos hemos referido

en el articulo que sobre esta teoria hemos reproducido en el capftulo se-
gundo de esta obra.

$ 5. LA MATEMATICA EN EL JUGUETE ..

UNA CLASIFICACION DE LOS JUGUETLES

Si la vida corriente suministra tantos modelos y situaciones aptas para la -
enseflanza matemdtica, es natural que busquemos, asimismo, modelos ma- .
tematicos en los juguetes que tan esencial papel desempefian en la vida -
del nifio, promoviendo su mas espontédnea actividad. Este acercamiento
entre matematica v juguete nos suministrard, sin duda, amplias sugeren-
cias para alcanzar la meta ideal de nuestra ensefianza, que es ia de- con-<
vertirla reciprocamente en un juego para el mifio.

Segtin el género de actividad que preponderantemente desarrollan, po-
demos establecer varios géneros de juguetes, sin que ello signifique una
separacién tajante de actividades que, en general, aparecen superpuestas
en un mismo juego; por ello hemos antepuesto el adverbio «preponderan-
té{imnte». Distinguiremos, pues :

1.° Juguetes de ejercicio fisico: pelotas, balones, aros, triciclos, bici-

cletas, patines, patinetes...:

2.° Juguetes de destreza: bolos, billar, ping-pong, didvolo, tiro al
blanco, arcos v flechas, bolavé, trompos, cometas, planeadores, etc....

» 8.% Juguetes de vitwmo y sonido i trompetas, tambores; pianitos, guita
rras, citaras, xiléfonos... v '
4° Juguetes de compecidn inteligenie (con o sin azar): dominé, da-
mas, asalto, ajedrez, mandarin, parchis, cha-cha-ch4, juego de quince, de
cinco en linea, ruletas, loterias... : v

T Iﬁguétes de creacidn comstructiva: rompecabezas, mosaicos, meca-
HOS, cajas de arquitectura, juegos de pla,stilina,' imprentillas, carpinterias...
. 8.° Juguetes de observacidn contemplativa: (estiticos) : caballos de carr
{én, mufiecas, muebles, cocinas, barcos, soldaditos, circo...; (dindmicos) :

trenes, coches v demés autématas con cuerda, balanzas y pesas...
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No nos vamos a detener, por lo triviales y sabidas, en alusiones a las
formas geométricas que aparecen en tales juguetes : rectingulos (billar,
dominé), cuadrados (damas, ajedrez), tridngulos, rombos (mosaicos), figu-
ras circulares (aros, fichas, bicicletas, ruedas), esféricas (balones, pelotas),
cilindricas (patines, tambores), cénicas (trompetas, didvolo), troncocénicas
(bolavé), ete. De ellas puede sacar partido cualquier maestro para urdir
problemitas en relacién con el juego respectivo, por ejeriplo, ntimero de
golpes de pedal necesarios para desplazarse de un punto a otro en un trici-
clo, etc. Deseamos abreviar, asimismo, las referencias al provecho que pue-
de obtenerse deios juegos de loterfa combindndolos acertadamente con pro-
" blemas de {ndole aritmética (véase 16 dicho en el capitulo anterior a pro-

posito de los lotes en el método de los nGmeros en color), asf como de la
contribucién que las disposiciones en filas de fichas y soldaditos pueden
aportar a la ensefianza de temas aritméticos diversos, como son las propie-
dades formales de las operaciones, las de los multiplos v divisores, ndme:
10s primos y compuestos. (véase el artfculo anterior v los ejemplos alusivos
en nuestra coleccién de libritos didacticos elementales), etc.

JUGUETES DE ANALISIS Y JUGUETES DE SINTESIS.
JUGUETES CON DINAMISMO RELACTONAL

Considerando el juguete desde un punto de vista matematico algo mas
elevado, queremos fi

Jjar nuestra atencidén especialmente en los tres Gltimos
grupos, por la oportunidad que vemos en ellos de cultivar actividades men-
tales estrechamente relacionadas con la actividad matemética. As{, hablan-
- do en lineas generales, se entiende, Hamarfamos a los juguetes del grupo
6.° juguetes de andlisis; a los del grupo 5.° juguetes de sintesis, v a los del
grupo 4.°, juguetes de dinamismo relacional, ¥ nadie pondri en duda de
que, tanto el anélisis, como la sintesis, como el dinamismo relacional, son

actividades esencialmente integrantes de la actividad matematica. Pero jus-
tifiquemos estas denominaciones :

Juguetes de andlisis.—I,0s juguetes contemplativos, v muy en especial
los dindmicos, son un excitante desafio a la curiosidad del nifio : ¢ Coémo
estd hecho? ¢ Cémo funciona? Tarde o temprano el juguete sucumbe a tal
curiosidad, y en buena hora sucumba si resulta en provecho intelectual del
pequedio. Analizando, descomponiendo, aunque sblo sea mentalmente, sa-

tisfard el nifio su.legftima curiosidad. V es, en este andlisis' o descomposi-
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cién mental o real, cuando el nifio puede hallar los posibles valor.es mate-
méticos del juguete cuyva simple contemplacién no bastaba a sat-lsface_r‘le.
En la mayor parte de los juguetes mecénicos. late en.el fondo una .mea-
ma":cemética‘ En sus movimientos de avance v, giro. hallaremos m{tltlpk.sz
opoffunidades para‘ establecer relaciones de proporcionalidad entre longi-
tudés v 4ngulos, para calcular velocidades lineales y angl.zl.ax:es, et‘c;.Los
jx1¢gds de engranajes de tales: juguetes mecénicos permitiran asumsn‘m
iiuj.strar problemas de miltiples comunes y de m. c. m.

Juguetes de sintesis.—Mayor campo permiten a la fantasia creadéra del
nifio los juguetes constructivos o de s‘intesis_, entre los cuales ya llemo;
tenido ocasién de citar el Mecano como juguete multivalente, inaprecxablg
para’ la sintesis de figuras geométricas, tanto estaticas como dinémic\:as.t
Es del mayor interés que el nifio no se limite a reproducir con el Mecg;;_o
los modelos de catélogo, sino que sea él mismo creador de formas'y C(?ir_}pl-
naciones dindmicas nuevas a las que su fantasia empezard superponiendo
objetivos funcionales imaginarios, hasta que estos objetivos teljminarz’xp
dominando v conduciendo la accién creadora. Lo mismp podemos decir
de los variados tipos de juguetes constructivos constituidos por lbloqu.es,’
placas, arcos, vallas, v demés elementos de evocacién arquitecténica y m‘-.
banistica, o simplemente decorativa como mosaicos, anﬂlas; gar‘mhos, bo‘-v
litas coloreadas colocadas sobre redes de orificios,_.etc. En part;culal', los
rompecabezas (lo mismo que la actividad de recomposicién 'de pieza‘xs .rotaé
aludida en el articulo anterior) cultivan grandemente el reconoc1mler.1to
de formas geométricas ajustables. Simplemente el modo de‘ formar mosaico_
rlano con cuadrilteros irregulares iguales entre si, es un juego que puede
improvisarse en cualquier momento ¥ que contiene infnn.dad de ensel'mnzas
1o triviales. Cabalgando entre este tipo de juegos sintéticos y el de Jueugos
relacionales, cabe catalogar el material de regletas coloreada? de Cuilselflal‘xe,
gue se presta tanto a la sintesis constructiva como al juego dinédmico
generador de las leyes de la Aritmética y del Algebra.

Juegos de dinamismo relacional.—Variadas v amplias. estructuras. rela-
cionales ofrecen los juegos citados de competicién inteligente. Cada uno
de ellos se funda en reglas dindmicas de transformaciég (v, por tanto‘, a{;
vebraicas en sentido lato) interesantes de analizar, ya que ofrecen no pocas
;portunidades a la educacién matemética moderna. Para el r{lateméﬁco
‘moderno (me refiero concretamente a los de la escuela algebrista-forma-
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lista) 1a creacién matematica es algo asi

ponen-dados ciertos elementos (simbolos), asf como cier

qué los relacionan (leyes formales), con las cuales le basta al matematicc

para crear, jugando com ellas v cuidando de mo transgredirlas. El conte:
nido comnceptual de tales simbolos v

s v de tales relaciones es algo que el ma-' -
temético formalista puro deja a un lado. Mientras no liégue a dos jugadas

contradictorias el juego es valido v
este juego tiene toda la firmeza v estabilidad derivada de Ia no contradic-
toriedad de sus leyes formales fundamentales.
Presentamos a continuacion tres ejemplos de auténticos juegos que van
a ofrecernos considerable rigueza de estructuras
mos concretamente con un juego mosaico, es decir, con un juego no ca-
falog’acio precisamente
tivos, con lo gue nos brinda otro ejemplo de material educativo multi-
valente *. ‘

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS EN UN JUEGO MOSAICO >
Material: Una o dos cajas de mosaicos de colore
clases; tridngulos rectangulos isdsceles
gulos agudos de 45° v lados iguale
1

s, con piezas.de dos
iguales entre si v rombos con 4n-

s a los catetos de los triangulos. Estos
mosaicos de juguete se venden en los bazares con el nombre de «Rombon. .
La inconmensurabilidad de las 4reas de estas plezas me sugirié una leccién
activa sobre irracionales cuadraticos y su céleulo, que conduje. del siguien-

“te modo :

N

Hmpecé distribuvendo entre los alumnos (de 8.° vy 4.° de Bachillerato}
piezas de las dos clases,

¥ preguntindoles los valores de sus adngulos, el

1 En nmestro librito sobre «Didéctica matematica euristica»

uso del juguete llamado «Bolaods,
divertida leccién sobre parabolas

* 2 Articulo del autor publicado
ntm. 10, 1938-37.

hacemos también:
clasificado entre los de destreza, para urdir una
v trinomio de segundo grado.

en la revista belga «Mathematica & Pedagogica,

como un juego en el que se su-’

tas reglas de juego’

la estructura teérica edificada sobie |

matematicas, y empezare- .

entre los de competicién, sino entre los construc-
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de la-hipotenusa del tridngulo (tomando el cateto como unidad); y el del:.
4rea de una v otra pieza. No es raro que la del rombo ofrezca .alguna pe-:
guefia dificultad. Se puede ayudar a resolverla compomniendo la figura ad‘--
1gi g apli-
junta o dejando simplemente que averigiien la altura del rombo por ag
cacién del teorema de Pitdgoras. 37
i4 ;A4 g 212,
Resultados : Area del tridngulo, 1/2; area del rombo, V2, » con
i T ' iguiente cuestién : «Con.
Los escribo en el encerado y propongo la sigulente ?m’:’ PG
estas piezas del mosaico se pueden comstruir multitud de figuras diversas.
. te, fig ¢ 14ng v figuras que solamente
Si formamos, aparte, figuras sélo con tridngulos v fig q : e
1 e 7 o .
contengan rombos, ¢serd alguna de las primeras equiv alente a a .buna'
las secundas? De otro modo : ¢ Se puede sustituir un ntmero de trlangulog
° ) 2 o - Yl - X 70
por un namero de rombos de modo que las dreas sustituidas sean equiva
lentes ?» ’ o . s
Tos alummnos con los que operé va sabian por aritmeética la inconm
rabilidad de &/ 2. Tuve, sin embargo, que recordar su significado: Impo-

" " - . ey e v—‘Q
sibilidad de que ¥/2 = — o, de otro modo, imposibilidad de que 7 ¥ 2
) cl § AL
n .
( i segui va que,
sea ioual a m unidades (m, n enteros). Con este recuerdo, consegul ya que,
S

slounos de los alumnos, vieran la imposibilidad anéloga de que un cierto
daly b : .

PENNN\ZZZ

de veces el 4rea del tridngule 1/2. Recalqué, diciendo: «Las ére'as de los-
tridngulos v las de los rombos son’como dos mundos aparte no }nterc:am-*
biables. Toda figura compuesta de tridngulos y de rombos te%ldra un grea
con una parte racional procedente solamente de los tridngulos que contiene
y una parte irracional, procedente de los rom?os.» .
Después de legar a esta consecuencia, abro ligeramente una de las caja:v«_
cﬁadr'adas del juego con objeto de dejarles ver solamente un bo_rde. En él
ven la constitucién de uno .de los lados del cuadrado; cuya longitud comsta.

s hipotenusas s (V2) e in-
de cuatro lados de rombos (1) ¥ dos hipotenusas de tridngulos (v 2)
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mediatamente les propongo averiguar cuantas piezas de cada clase contie-:

ne la caja, es decir, hay en el cuadrado.

T &

Tras breve reflexién calculan el cuadrado de 4 + 2 ,\FZW

/

(4+2V2°=16+4.2+2.8. V2 =124+ 16 V2

/ T

de lo que resulta que la caja contiene 48 tridngulos-y 32 rombos.

-
\

AN

Z

Repito la cuestién para cajas de distintos tamafios y aun para rectén-
gulos que los mismos alumnos pueden idear. Por ejemplo, el rectangule
de dimensiones 3 + 2 v/2 v 1 + 42 exige 14 tridngulos ¥ 10 rombos,
<omo se obtiene ficilmente calculando el producto

B+2V2(1+ V2 =3=2.2+3J2+2y2=7+5y2
El célculo previo del ntimero de piezas necesarias de una v otra clase
facilita .mucho la construccién efectiva, con la que puede terminar en
forma de juego instructivo la leccién. ’
Nora I.—Es preciso que los rectangulos propuestos sean efectivamen-
~ te de posible construccién; lo son efecto, excepto aquellos qué tienen una

de. rombos utilizados en esta construccién es respecti-
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dimensién racional, v la otra irracional. Es facil ver que la irracionalidad
en una dimensién exige el empleo de tridngulos rectdngulos (la v/ 2 sélo
procede de hipotenusas), lo que implica la aparicién de otra dimensién
irracional (su mitad) en la direccién perpendicular,

.Pero, demostremos que esta condicién es suficiente. La construccién,
efectiva de los rectingulos con dos dimensiones racionales es inmediata,

NN N
4

V2 S S B /-

asi como la de los rectangulos de dimensiones de la forma a ¥/2 v b V2

{a, b, enteros). Tanto unos como otros, no exigen més que el empleo de
tridngulos.

I,a construccién de rectangulos de dimensiones de la forma m + = V2
y P «/_2 puede reducirse a la de p bandas de dimensiones m + n N y
\/5, Que pueden obtenerse por medio de 2m rombos y 4n tridngulos cada
una,. como muestra la figura en el caso particular (3 + 2 «/E) . «/_?: fhcil
de generalizar.

Para estudiar el caso general (m + n ¥/2) (m’ + =’ v 2) analicemos,
ante todo, la construccién de un cuadrado de lado m + = NEY Colocando,
contigua a cada uno de sus lados, y hacia el interior, .

una banda trapezoidal de altura &/ 5,.72, formada de m : ; /5

rombos v de 2n — 1 tridngulos, el problema se reduce \
a la ‘construccién del cuadrado de lado m + (n — 1)

\

.',/ﬁZﬁ.:,Una nueva banda de m rombos y de 2n—3
triangulos reducird el lado del cuadrado central a

a dejar en el centro la comstruccién de un cuadrado
de lado m, constructible mediante 2m® tridngulos. Es
facil comprobar que el némero total de tridngulos ¥

m.+ (n — 2) .5/2, v asi sucesivamente, llegaremos \ 1

vamente 2m> + 4n’ v 4mn, lo que corresponde al — % /2
calculo algebraico previamente efectuade.
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La misma técnica permite construir todos los rectdngulos de la forma-

(m + 1 4/2) (i + n ¥/2)

dejando en el centro el rectangulo mim’ orlado con = bandas.

El caso general (m + n Vo) m + V2 enel que n’ = n + P pue-
de reducirse a los precedentes mediante la descomposicién en dos rectan-:
gulos como sigue:

(m + n \/T‘Z) (m’ + n y2) =

(m o+ 0 Vo) (m +n V2 = (o V2 . p V2

Un estudio semejante puede ser hecho para figuras con forma de rom-

bo, trapecio o més complicadas. No es de esperar que los alummnos de la
edad indicada descubran los procedimientos deductivos de construcciém .

expuestos. En deneral aciertan después de reiterados tanteos.

Nora II.—Los lados v las 4dreas de los tridngulos estudiados, const1—
tuyen un ejemplo simpético de lo que en Algebra moderna se Hama anillo

de integridad, salvo interpretacién de eclementos negativos que podrian
realizarse por medio de piezas en negro. Si se efectfia, en efecto, las cons-

trucciones sobre fondo negro, la superposicién de piezas negras ploduce'

el mismo efecto visual que la supresién de la figura cubierta.
Pero entonces, la posibilidad de las construcciones se complica.

ESTRUCTURAS MATEMATICAS EN T N JUEGO SOLIT: ARIO °

1. En esta nota me propongo ilustrar cémo la consideracién de ideas

de simetria v dualidad, permite guiar la solucién de un juego solitario, bas-

tante’ dmmdldo v de cierta dificultad cuando se intenta resolverlo sin una
conduccién racional de su estrategia. Este juego se e\pende en el co-
mercio con el absurdo nombre de «Cha-cha-chén.

2. Eljuguete consta de una placa con 33 orificios dispuestos en estruc:
tura de cruz, como indica Ia figura, a los que se ajustan otras tantas fichas
O peones.

Suprimida la ficha del orificio central, el juego comsiste en eliminar
fichas saltando sobre ellas com otras en las cuatro direcciones, que llamas"

% Zsmudio publicado en «Gaceta Matematicar, 1.¢ serie, tomo IX, nfm. 1

N
.5}
()]
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remos, para abreviar, N, S, E, O, como si se tratara de los puntos cardina-
les de un mapa. Los saltos en diagonal estan prohibidos. Es preciso llegar

a conseguir que quede una sola ficha en el orificio central.

Con objeto de describir la estrategia, designemos los orificios por los nti-

. meros .y letras de la figura; ntmeros que permiten establecer criterios de
_equivalencia aritmética, que sean reflejo de los de equivalencia resultante

de las reglas de juego.
A >

0]6IG
©® @
olofelcIelcls
PPO@®E®®
PPO®®E
®®®
®O®

3. Considerando, en efecto, equivalentes los orificios que una misma
ficha puede recorrer por saltos (no hay en el juego otra clase de movimien-
tos) o las fichas que pueden ir a parar a un mismo orificio por saltos, ve-
mos que éstos orificios o fichas quedan clasificados en las cuatro clases
de equivalencia siguientes (los caracteres idéntico, transitive v reciproco
de dicha equivalencia son evidentes) : )

1.* 12 esquinas con ntmeros impares (congruentes, mod. 2)

, . 1% grupo

9* 5 centros de cuadrados con letras A, B. B, C, D ... ...

3.2 8 puntos medios de lados con mult. de 4, cero incluido. 2.9 grupo
b >

4° 8 {dem con mtimeros congruentes con 2 mod. 4 ... ...
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4. Se observa que:

I. Las fichas del primer grupo (formado por las dos primeras clases)
son las que saltan sobre las del segundo (formado por las dos Gltimas); su-
primiéndolas, v reciprocamente. Ser4, pues, tactica prudente mantener
equilibradas a lo largo del juego las fichds de uno v otro grupo para que
la falta de elementos de un 2Tupo, no acarree como comsecuencia la inmipo-
sibilidad de supresién de las del otro. Claro es que no es regla indispensable,
ya que un salto miltiple puede en ciertos casos restituir el equilibrio.

II. Suprimida inicialmente la ficha central, las otras cuatro, A, B,
B’, D, son las iinicas que podran ocupar finalmente el orificio central. Ha-
bra, pues, que conservar alguna de estas fichas hasta el final. La inadver-
tencia de este hecho condena a la esterilidad la mayor parte de las ten-
tativas; por ello destacamos estas fichas de las demas, designdndolas me-
diante letras. -

III. Observando las multiples simetrias del sistema de orificios, que
son las mismas del cuadrado central, v de las que resulta la invariancia
de la figura respecto a un giro de 90 grados, parece natural tenerlas en
cuenta en la estrategia; es decir, seguir esquemas de movimientos de ten-
dencia simétrica o giratoria. V digo sélo de tendencia, por cuanto la sime-
tria ha de perderse necesariamente en todo movimiento que desplace de
su eje las fichas situadas en él. En la figura hemos realzado la simetria
respecto al eje NS, dando la misma designacién a ambos 1ades, acentuan-
do los signos del lado’ derecho.

- IV. Pero no solamente existen las simetrias geométricas menciona-
das, sino que el juego presenta también otra especie de simetrfa temporal
© que resulta de su reversibilidad. Una estrategia correcta empieza, en efecto,
con un solo orificio en el centro v termina con una sola ficha, también en
el centro. Bastard, pues, partir de esta ficha central v retroceder inmvir-
tiendo los saltos ¥ colocando una ficha nueva sobre cada orificio saltado
(en vez de suprimirla como en el proceso directo) para volver a.llenar
toda la estructura, menos el orificio central. Ahora bien, esta estrategia
dual lo mismo puede seguirse en blanco (fichas) que en negro (orificios);

es decir, partiendo nuevamente de un orificio central e invirtiendo sim-

plemente el orden de los saltos de la estrategia primitiva. Cada solucién -

que obtengamos suministrard, pues, autométicamente, otra solucién dual.
Y serd buena norma estratégica vigilar las primeras estructuras de orifi-
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2ios obtenidas para intentar Hegar al final a estructuras anéilogas de fichas
gue conduzcan inversamente a la posicién central deseada. o

5. Con el precedente analisis estructural del juego y con las normas
estratégicas generales que de él han resultado, podemos ya iniciar los en-
sayos v conducir las jugadas. Describiremos éstas indicando simplemente
la ficha suprimida en cada una, mediante la designacién del lugar ocu-
pado por ella en la figura, Cuando pueda haber ambigiiedad sobre la
ficha que -salta, afiadiremos a continuacién 'la direccién del salto
(N, S, E, O). Intercalamos las indicaciones que gufan la estrategia segui-
da en relacién con las observaciones anteriores. :
-~ Primera jugada: 4’ o cualquiera de sus tres equivalentes simétricas.

Segunda : Parece natural 3 (o su equivalente 3°). Se pierde la simetria.

Tercera: Ensayemos 4N en atencién a la mejor posibilidad que ofre-
ce para jugadas sucesivas. Obsérvese ahora la estructura asimétrica de los
cuatro orificios vacios, estructura en forma de I, con el extremo del iado
corto en el centro.

Cuarta: 8°, restituyendo la simetria y equilibrando las fichas pares e
impares.

Siguen naturales los saltos sobre 2 v 2°, asi como 30, A v 3°, restitu-
vendo nuevamente la simetrfa. En este momento ha quedado suprimido
todo el cuadrado superior. ’

La sucesién de jugadas simétricas que siguen surgen de modo tan natu-
ral que apenas necesitan justificacién: 4, 4’, 6, 8, BN, B’N, 3N, 3$'N,
4, 4, 8, 8’. Quedan ahora las fichas del cuadrado inferior v las dos la-
terales préoximas al orificio central.

En este momento hay que movilizar 1a ficha 8, renunciando ya a la
simetria- (los saltos sobre las fichas 6; 6, colocarian fichas en las posi}cio'-
nes 3 v &', sin posibilidad wulterior de retroceso). Hemos de conservar
‘ahora la ficha D, finica que puede ir al centro, No podemos saltar sobre
ella, pero si rodedndola. Finalmente, en atencién a la observacién IV,
procuraremos llegar a obtener una estructura de cuatro fichas en forma
de I, con el extremo del lado menor en el centro. Fstas normas permiten
salvar este tinico momento, de cierta dificultad, continuando con las si-
‘guientes jugadas: 9, 10, 12, 98, 10, 9, 8”’N. '

Llegamos a la estructura en L deseada, dual v simétrica, respects de
la diagonal NE, de la obtenida después de Ia tercera jugada. Las tres ju-
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gadas- finales serdn, pues, duales v simétricas de las tres primeras, .en
orden inverso: 6’ E, 9’, 6’,, v termina el juego.

Claro es que saltando en la tltima jugada sobre B’ terminariamos con
la ficha en 6’.. En consecuencia, aplicando.la estrategia dual podemos par-
#ir de.un orificio tnico en 6’ v llegar a una ficha finica en el centro.

6., Sin pretender hacer un analisis exhaustivo de todas las soluciomes
posibles, indicaremos otras para dar idea de diferentes estrategias posibleé.
Pasamos por alto, por consiguiente, Jas variantes que resultan de la es-
trategia anterior o de su dual por aplicacién de alguna de las simetrias o
giros del tablero de juego.

Otra solucién que conserva una cierta simetria respecto de una diago-
‘nal, es la siguiente : 47, 3, 4’N, A, 2, 30, 38°, 2, 47, 8N, 4, 3, 6,N, B, 6,,
9, 8,99, 10,9, 12, D, 10, 9,9, 8, 8, 9E, §, 9 v 6';. YV su dual inversa
8,, 9, &, etc

Ofra solucién que barre circularmente los cuadrados: 47, 3’, 4N, A,
2°, , 8E, 2, 47, 6,E, 9, 6, 95, 10, 9, 8, 9, 8, DN, 9’, 107, 9’5,
:8’, 9’, 8N, 4, B, 6, 3, 8’,. Y su dual inversa.

Otra solucién que nos comunica amablemente el profesor Pascual Iba-
rra v que, ademés de reflejar estructuras simétricas respecto de una diago-
nal (jugadas 18 y 22), tiene la particularidad de conservar hasta el final
las cuatro fichas marcadas con letras (con el desequilibrio consiguiente
de grupos) es: 477, 3,47, 2,0, 2,4,8,3,2,2,9,8, 8§ 90, 8§, 9, 10,
9N, 8, 9’,10°, D, 9, B, 3, 3°, B'O, 6, 8, 4.

7. Nos parece todavia interesante afiadir que el juego es realizable
‘vartiendo de orificios distintos del central. Al final del parrafo 5 ya hemos
‘hecho alusisn a la posibilidad de partir de un orificio vacio en 6’, o cual-
-quiera de sus simétricos 6, 0,12, terminando asimismo el juego con una
ficha en el centro.

Finalmente, partiendo de un orificio vacio en cualquier otro punto.

del tablero, puede resolverse el juego terminando con una ficha en el mis-

mo orificio de partida. Con objeto de simplificar el descubrimiento v la

descripcién de la estrategia en cada caso, todavia haremos aplicacién de

otro caracter general de la actividad matematica: La combinacién de es:
tructuras simples (leyes formales de las operaciones, por ejemplo) para

Ja consecucién de estructuras méas complejas (multiplicacién de polino-.

mios, por ejemplo). Aquf la estructura operatoria simple es el salto. La
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combinacién de saltos permite obtener las reglas de transformacién indi-

cadas en las figu (a) v (b) y sus equivalentes por simetria o rotacidn.

(a) (&)

C o el e ©

OO0 OC—8 © @ oo — © &
®

L ® ® 6 @ e 6 O

Por combinacién de éstas se desprenden, a su vez facilmente, las trans-
formaciones més complejas expresadas en las figuras (c), ( d) v (e), vy sus
equivalentes por simetria o rotacién. )

Fsta tltima transformacién es realizable, exista o no ficha en el ori-
1, se empezard supriumiendo
i no existe ficha se saltard

[N

ficio seflalado con una cruz. Si existe ficha en

la terna vertical por (a) v luego se aplica (b).

w

primero sobre la ficha central del cuadrado, se suprimird luego la terna
vertical v un salto doble termina la transformacidn.
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La aplicacién sistemética de estas transformaciones permite resolver

el problema de un orificio inicial descentrado, t
en idéntica posicién. Exceptuamos las posiciones axiales 0, 12, 6, 67, en

terminando con una ficha

4

las que, como hemos dicho, se termina con ficha en el centro o-en los

extremos del eje perpendicular. Bastard estudiar las posiciones 473, 4,
5 v A, va que cualquier otra se reduce a éstas por simetria. He aqui las
seluciones :

.. Orificio en 4 : Suprimir todas las fichas del cuadrado E (d). Dejar
(e}, Dejar stlo 8 v 8 en el cuadrado S (¢)

Suprimir el cuadrado O (d). Saltar s

}4
4
“\)

solo la ficha 8 en el cuadrado

)
o]
o
=
®
@]
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Orificio en 8: Saltar sobre 4’7 Dejar s6lo '8 en el cuadrado N (e). De-
‘d). Dejar 3 v 6, en el O (c). Su-

....
w
e~

jar 8’, v 9" en E (¢). Suprimir todo ¢

.

primir la terna 6., C, 8, (a).
Orificio en 4: Saltar sobre 3 v 2. Sm»rimir todo el E (d). Dejar 8 en
N (¢). Dejar 9 v 8 en S (¢). Dejar 3 en O (). Saltar sobre C v 8.

Orificio en 5 : Saltar sobre é, 6,, 30, 4, B 8. Suprimir E. Dejar 8 en N.
Dejar 9 v 8" en S. Saltar CN, 3, 6,, 4.

Orificio en A Saltar 4”°. Suprimir E. Dejar 3 en N. Dejar 9 y 8"

S. Saltar 9, 8, 90, 6, §, 9, 3, 8,, 47. '

Claro es que puede terminarse también con una sola ficha en posicio-
nes diferentes a las del orificio de partida, pero las posiciones terminales
estan asociadas con las del orificio de partida, pudiendo elegirse entre
ellas, pero no entre las demas. Es decir; ¥ se comprende que asi sea, con
nn orificio inicial en un lugar no puede terminarse con una ficha en cual-
quier otro lugar. No es diffcil ver las asociaciones, pero como el objeto
de este articulo mo es un estudio del juego en sf, sino de las aplicaciones
que en él pueden efectuarse de ideas matemdéticas para su simplicacion y
do nuestro pro-

generalizacién, damos por terminado este articulo estiman
pésito suficientemente logrado.

mn

ESTRUCTURA DE GRUPO EN EL JUEGO DE LAS QUINCE FICHAS

2t

s bien conocido el juego (llamado «Taquin» en Framcia, «Solitario
del 15» en Espafia, etc.), consistente en ordemar en una forma determi-

nada guince fichas cuadradas iguales, numeradas del 1 al 15,
drado de cabida para dieciséis, partiendo de una ordenacién cualquiera

€1l uil cua-

de las quince fichas, v corriéndolas en forma de que vayan ocupando las
posiciones del hueco sobrante; de modo gue en cada posicién el hueco
s6lo puede ser ocupado por las fichas colaterales al 1MiSImo. '

De antiguo se sabe que no es posible la solucién en todos los casos v
que solamente la mitad de las 16! colocaciones posibles, pueden ser trans-
formadas de este modo en una ordenacién prefijada. Objeto de estd uota
es. dar una breve demostracién de este hecho, relacionandolo con la teorfa
de grupos de sustituciones. Dado lo muy divulgado gue ha sido el juego
y la naturaleza del mismo, sin duda no serd ésta la primera aplicacidn
gue se haga de dicha teorfa al juego; pero es también posible que esta

. demostracién tenga elguna novedad de enfoque, por lo que, sin dnimo
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de” emplear tiempo en corsultas bibliograficas, dada la escasa unpoktan—
cia del asunto, la divulgamos a efectos puramente dwhdmos como un
ejemplo mas de aplicacién de ideas matematicas a los juegos *

Todas las transposiciones de fichas que se pueden obtener mediante
los movimientos del juego, forman evidentemente un grupo, y vamos a ver
que es precisamente un subgrupo del grupo (simétrico) de sustituciones
entre 16 elementos: el que conserva la paridad del ntmero de inversiones
de los guarismos grabados en las fichas, al considerar éstas invariable-
mente ordenadas, segn un orden fijo de lugares.
cepto :

Precisamos este con-

Cada ficha leva inscrito un n@mero v ocupa al mismo tiempo un lu-
gar. Establezcamos un orden invariable de lugares, por ejemplo, el orden
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- Fig. 1.2 Fig. 2.2 Fig. 3.

marcado en la figura 1.*, en el que el primero v dltimo lugares son cola-
terales, asi como los consecutivos, cerrando un circuito de recorrido. Fi-
jado este orden, observemos, en cada disposicién de las fichas, la suce-
sién de sus signos numéricos en el orden de lugares convenido y conte-
1nos las inversiones de esta sucesidm.

Llamaremos par o impar la ordenacidn, segin que sea par o impar este
ntumero de inversiones.

Por ejemplo, en la disposicién de fichas de la figura segunda, que en
el orden convenido es: 6, 8, 1, 10, 2, 8, 12, 7, 3, 5, 13, 4, 15, 11, 14, el

+ El lbro Matemdticas e Imaginacidn, de KasNgr v Nrwwax, hace especial
mencién de este juego (que hizo furor enm el siglo pasado) ¥ cita como primer tra
_ tamiento matematico del mismo el de Johnson v Story, en «American Journal of
- Mathematics» (1879).
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nfimero total de inversiomes es 35, mientras en la disposicién de la figu-
ra 3.%, de ordenacién 1, 2, 6, 10, 11, 7, 3, 4, 8, 12, 15, 14, 138, 9, 5, el
ntimero de inversiones. es 31. Ambas ordenaciones son, pues, impares.

Demostremos ahora que: _

Todas las transformaciones obtenidas por movimientos del juego comn-
servan la paridad de la ordenacién de las 15 fichas.

Se observa, en efecto, en la figura 1.%, que los ntmeros de orden de
lugares colaterales son de distinta paridad, lo que implica que cualquier
movimiento de ficha a un hueco colateral, si es inmediato anterior o pos-
terior en el orden prefijado, no altera dicho ordem, y si no es inmediato,
dicho movimiento equivale a permutar la ficha sucesivamente con las de
lugares intermedios, que soi en ndmero par, con lo que tampoco se altera
la paridad del ntmero de inversiones. (Recordemos que al permutar dos
fichas consecutivas, sélo se altera en una unidad el namero de inversio-
nes, puesto que varfa el orden relativo de dichas fichas sin modificar el
orden de ellas respecto de las demés, v por tanto, un ntmero par de per-
mutaciones de parejas consecutivas no altera la paridad de la ordenacién.)

Reciprocamente : Todas las ordenaciones de fichas de igual paridad
son obtenibles mediante movimientos del juego, partiendo de wna cual-
quiera de ellas.

En efecto, por corrimiento de las fichas en un sentido de recorrido del
circuito ordenador, haremos correr el hueco en sentido contrario, con po-
sibilidad de colocarle en cualquier posicién. Después de intercalar de esta
forma el hueco entre dos fichas consecutivas cualesquiera del circuito,
podemos correr toda la culebra de fichas del mismo hasta colocar dicho
huéco en posicién colateral de cualguier ficha no inmediata a él, cuyo
lugar en el circuito difiera del ocupado por el hueco en un nimero impar
de lugares. Entonces el corrimiento de la ficha al hueco dar4d como resul-
tado la intercalacién de dicha ficha entre las dos que lo abarcaban. Me-
diante movimientos del juego podemos, pues, alterar la posicién de una
ficha cualquiera en el circuito, saltando un ntmero par de fichas inter-
medias, v todo ello sin alterar el orden de las demés fichas en el circuito.
Fn particular, un salto de dos lugares equivale a una permutaci6n circu-
lar efectuada en el grupo de tres fichas: la que salta y las saltadas. De
todo ello resulta la posibilidad de Uevar cada ficha al lugar deseado, me-

diante un ntmero par de transposiciones de fichas consecutivas, v, por
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tanto, la posibilidad de transformar una ordenacién en otra de la misma
paridad.

Estos teoremas mnos permiten asi predecir la posibilidad de la trans-
formacién de una ordenacién en otra, sin mis que observar si ambas son
de igual paridad. Por ejemplo, la ordenacién de la figura 2.* es transfor-
mable en la de la figura 3.%, v he aqui indicados los primeros movimien-
tos que resultan de aplicar la estrategia indicada en el razonamiento ante-
rior : Colocacién del hueco en el lugar 16, o sea, junto a la ficha 6 (por
movimiento de las fichas 15, 11, 14). Corriendo a él la ficha 1, hemos
permutado circularmente las fichas 6, 9, 1, obteniendo la nueva ordena-
cién 1, 6, 9, 10, 2, 8, ete. (empezando en el lugar 16). La ficha 2 no

i
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podra ahora pasar a continuacién de la 1, conservando el orden relativo
de las demas fichas, por ser necesarias para ello tres transposiciones con-
secutivas. Pero pasando la ficha 8 delante de la 2 ¥ de la 10, por corri-
miento de la misma al hueco, la nueva ordenacién serd 1, 6, 9, 8, 10,
2, etc., v queda preparada la ficha 2 para pasar al segundo lugar mediante
cuatro transposiciones consecutivas. La sucesién de fichas movidas para
aleanzar este resultado, segtn la linea estratégica indicada, es 2, 10, 8, 9,
6, 1, 14, 11, 15, 4, 13, 5, 8, 7, 12, 2, 10, §, 9, 6, 2. Se comprende la
posibilidad de proceder andlogamente para colocar las fichas restantes. Si
¢l cambio de lugar de cada ficha equivale a un ntmero par de saltos comnse-

_cutivos, basta correr la culebra de fichas hasta enfrentar el hueco a ocu-

par con la ficha a transponer. Si equivale a un nmero impar de saitos,
transpéngase previamente la ficha anterior o posterior de dos lugares, por



294 EL MATERIAL

encima -de la que sé desea transponer, v procéda
anterior. ] ,

Se comprende que esta estrategia, por su misma uniformidad, nos ha
sido til para demostrar brevemente la posibilidad del juego, pero no da
en general un proceso practico, por exigir excesivo namero de movimien-
tos. Asf para avanzar o retroceder un lugar toda la cuiebra hacen falta
15 movimientos. Se ve ficilmente en cada caso la posibilidad de establecer
circuitos parciales oportunos que permitan colocar las fichas en su lugar
con menos movimientos y aun con el minimo de ellos, problema que no
“enfocamos aquf. ‘

Observacién.—Afadiremos Gnicamente que la paridad o impal’idad cLe
‘una ordenacién depende, naturalmente, del orden establecido para los lu-
gares de referencia, de tal modo que al variar este orden puede variar la
‘paridad de determinada ordenacién de fichas. Pero, en cambio, se conser-
va invariante la igualdad o desigualdad de paridades entre dos ordenacio-
nes. Asi, si en lugar de considerar como fundamental de referencia el orden
de lugares de la figura primera consideramos como tal el de la figura
cuarta, las disposiciones de fichas de las figuras segunda v tercera pasan
a tener las ordenaciones siguientes:

6,
1,

o o

.1, 8,12, 7, 8, 5, 18, 4, 2, 10, 15, 11, 14, con 38 inversiones
, 6, 7,8, 4,8, 12, 15, 11, 10, 14, 18, 9, 3, con 28 inversiones
también ambas de la misma paridad, aunque distinta de la anterior.

- Se comprende que asi resulte, interpretando la nueva ordenacién de
lugares, como una transformacién de la ordenacién anterior, v, por tanto,
perteneciente al grupo total de permutaciones posibles de las fichas (dar-
do al 16 el significado de hueco). Por el cardcter multiplicativo del Qrupn,
las dos nuevas paridades serdn, pues, producto de las anteriores por la
paridad de una misma transformacién, v por ello conservan la igualdad
de cardcter. Variar la ordenacién fundamental de referencia equivale en
el fondo a aplicar al grupo un automorfismo, lo que explica la invariancia
de las relaciones. ‘

Nueva demostracion del reciproco anterior.—La ordenacién de lugares

de la figura 4.* sugiere otra demostracién de la posibilidad de realizar las
transformaciones de igual paridad. En efecto, en cualquier posicién del
“hueco (que puede recorrer, como antes, todo el casillero sin alterar el or-

]
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den de las fichas en el nuevo circuito) éstc forma con las tres fichas que
le preceden, o que le siguen, un cuadrado eun el que podemos permutar
circularmente las tres fichas sin alterar la ordenacién relativa de las de-
més. Asi, en el cuadrado de la figura 5.%, formado por las tres fichas 10,
2, 4, v el hueco, lievando a éste la ficha 4 obtenemos la permutacién circu-
lar 4, 10, 2; mientras por los movimientos 10, 2, 4, 10, obtenemos la per-
mutacién 2, 4, 10. R _
Combinando estos movimientos podemos, pues, permutar circularmente
todas las ternas de fichas consecutivas que gueramos, previa colocacién
del hueco en lugar adecuado. Como cada permutacién circular de’ tres
fichas equivale a dos 1:)er111utaci01les de parejas consecutivas, podemos
también, de esta suerte, alcanzar cualquier otra ordenacién que conserve la
misma paridad. Toda transformacién que conserva la paridad de la orde-

"‘nacién puede, en efecto, obtenerse multiplicando permutaciones circulares

de ternas consecutivas.



§ 8. LOS FILMS MATEMATICOS

FILMS Y FILMINAS

Quisiéramos referirnos ahora tanto a los films fijos o filminas como
a los méviles. Los primeros sustituven a las antiguas provecciomnes dia-
positivas ¥ va mo se utilizan simplemente para comodidad del profesor
en sustitucién del emcerado; si asi fuera, representarfan més bien un re-
troceso, va que el dinamismo combinado de accién v comentario sobre la
figura dibujada en el encerado durante la explicacién, dificilmente puede
sustituirse por la simple proveccién de figuras preparadas. La eficacia ven-
ajosa de las filminas sobre el encerado, debe buscarse en la multiplicidad

Py

de figuras, dificilmente realizables en una sesién ante el alumnado, bien
sea por su namero o por su complejidad, v, sobre todo, en su ordenacidn
en secuencias sugeridoras de procesos de transformacién o de relaciomes
que conduzcan a una ensefianza determinada. Siempre que no sea indis-
pensable o conveniente la continuidad de tales transformaciones, siempre
gue ¢l movimiento o deformacién continua no sean sustanciales en el pro-
_ceso, pueden realizarse filminas eficaces. En cambio, la filmina fracasa en
cuanto pretende reemplazar al film moévil en todas aguellas ocasiones en
que la expresividad del movimiento es imsustituible.

Lamentamos no poder suministrar aqui al lector una amplia informa-
cién sobre las caracteristicas v calidades de las filminas matemdticas exis-
tentes en el mercado internacional. Durante la finica oportunidad que pude
tener de comocer multitud de ellas, a raiz de la XTI Reunién de la Comisién
Internacional para el Estudio v Mejora de la Ensefianza Matematica, fui
honrado con la direccién de umno de los Grupos de trabajo sobre Modelos
matematicos, lo que me impidi4 la asistencia al Grupo especialmente de-
dicado a filminas. Nos remitimos por ello a los comentarios que, de se-
gunda mano, hubimos de transcribir en nuestro libro sobre Material di-
déciico matemdiico actual, varias veces citado.

[Ne]
PO
~1

LOS FILMS MATEMATICOS

EI, FILM MATEMATICO Y LA INTUICION.
MOVIMIENTO Y CONTINUIDAD

Pasando, pues. de lleno al tema del film matemAtico, veamos ante todo
el papel que en la educacién matemética le asigna el profesor suizo Ni-
colet, uno de los primeros v més eficaces entre sus creadores. Para Nicolet.
no hay conocimiento matemético pleno gue no tenga una base previa en
la intuicién; intuicién matemética que define como uma «contemplacién
de iméAgenes» seglin procesos sugeridos por el subconsciente en el caso de
un espiritu creador, o aportados por el agente docente externo en el caso
del aprendizaje matemético estimulado. La certeza intuitivamente descu-
bierta es la que, segtin Nicolet, despierta la necesidad de la demostracién.
La légica aparece, segn él, como un proceso limite de la intuicién. Mien-
tras ésa persuade, aquélla demuestra, complementindose ambas en vez de
oponerse.

E] mejor agente intuitivo externo para despertar en el alumno el alum-
bramiento de las verdades geométricas es, para Nicolet, el dibujo animado.
La certeza asi intufda adquiere de paso valores estéticos esenciales en la
educacion. , '

. No ha de extrafiar al lector que, euntre los temas més indicados para
su desarrollo filmico, figuren aquellos en los que el movimiento es funda-
mental en la génesis de la figura. Concretamente se cuentan entre las mas
felices realizaciones aquellas relativas a lugares geomélricos y sus pro-
piedades. La génesis del lugar (arco, capaz, conica, cardiode, estrofoide,
ctcétera) surge con una elocuencia, derivada del propio dinamismo’ gene-
rador v de su continuidad, que 1o admite comparacién ni aun con la de
los modelos dindmicos més apropiados.

Fn la generacién del arco capaz, la misma continuidad ofrece de ma-
nera natural la transicién a los casos limites extremos, en los que el 4ngulc
pasa de inscrito a semi-inscrito. La inclusién de los puntos extremos del
lugar, que deductivamente es preciso razonar aparte, con .nueva demostra-
cién especifica, aparece natural v convincente en el proceso genético des-
crito. La profesora Castelnuovo ™ ve por ello en el film matemético la

1 Profesora italiana del Liceo Tasszo, de Roma, autora de un notable libro de
Geometria intuitiva concebido seghn un criterio historicista: Miembro de la Co-
mision Internacional para el Hstudio v mejora de la Ensefianza Matematica.
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considerable ventaja de introducir en la arquitectura euclidea el pvznupzo
de continuidad, del que tanto uso se permitia hacer Poncelet, para generd-
lizar ciertas propiedades provectivas de figuras, pasando a posiciones Ii-
mites mediante deformaciones provectivas continuas.

A este respecto, es particularmente impresionante la elocuencia del filim
“de Nicolet sobre generacién de las tres cdnicas cuando, en el caso de la
hipérbola, el finisimo detalle de la regulacién de velocidades del punto
generador llega casi a dar material realidad a la imagen idealizada de
los puntos del infinito.

DINAMISMO, GENERALIZACION Y PARTICULARIZACION

Pero 1o es solamente en la generacién de lugares geométricos en donde
el film matemético puede aportar valores diddcticos definitivos. Al animar
la figura relativa a una propiedad, variando, por ejemplo, las magnitudes
o las posiciones de clertos elementos, la figura adquiere una riqueza ex-
presiva mucho mayor que la que puede derivarse del frio razomamiento
euclideo efectuado sobre ella. Puede asi aparecer ante los ojos extasiados
del alumno como una particularizacién dentro de un cuadro mucho 1n4s
vasto de posibilidades, afirmandose indeleblemente, como vinculadas a
tal particularizacién, las singularidades caracteristicas de la propiedad que
se trata de realzar. La posibilidad de transito continuo de lo particular a
lIo mas general, o reciprocamente, con la pérdida o ganancia consiguiente
de propiedades especificas, es lenguaje grifico que sélo estaba reservado
al film, o al dibujo animado.

Para no citar més que un ejemplo muy sencillo, haremos referencia al
film tal vez més elemental de Nicolet v, sin embargo, lleno de sugerencias
del ord_en dicho en torno al hecho simplicfsimo de quedar una circunfe-
rencia determinada por tres puntos. Estos tres puntos aparecen brillantes
sobre el fondo negro de la pantalla. Surge por um lado una pequefla cir-
cunferencia que circula libremente por el plano hasta gque tropieza con
uno de los tres puntos v queda prendida en é1. Ha perdido parte de s
iibertad, pero todavia puede balancearse alrededor de este punto, v puPd
agrandarse vy achicarse, hasta gue queda prendida por otro de los puntos
fijos dados. Entonces todavia puede variar, pero sélo su radio, hasta que
quedd sujeta por el tercer punto, sin que va entonces sea posible ulterior
variacién. La experiencia se repite con varias eircunferencias que; de todos
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tamanios v por todos lados, van apareciendo, pasando por vicisitudes simi-
lares. Queda entonces patente la pérdida progresiva de los grados de li-
bertad de una circunferencia cualquiera, a medida que queda obligada a
pasar por uno, dos o tres puntos dados. Todas las circunferencias termi-
nan coincidiendo en una sola. El film no llega a durar dos minutos, pero
i cudnta riqueza de experiencia visual suministra ! La determinacién de
un circunferencia por tres puntos, no sélo ha quedado visiblemente su-
gerida, sino que lo ha sido en una forma y con una significacién que no
puede darle el clasico razonamiento sobre una figura estatica. La Gnica
circunferencia que pasa por los tres puntos, no es ya la que tiene el centro
v radio que el razomamiento euclileo y la cemstruccién comsiguiente de-
terminan; adquiere una riqueza psicolégica en la mentalidad del nifio
mfinitamente mayor : es nada menos que el estado final a que legan todas
ias circunferencias imaginables en el planc cuando van perdiendo sus po-
sibilidades de movimiento v deformacién al ser sujetadas sucesivamente
por los tres puntos dados. :

De ahora en adelante, cuando se hable al nific de una circunferencia
cualquiera que pase por unm punto dado, ya no verd solamente ia que él
o su profesor puedan trazar en el emcerado, para apoyar el razonamiento

que sobre ella quiera efectuarse, sine que pensard en todo el conjunto de

“posibilidades de posicién v tamafio de aquella circunferencia variable del

film, cuando solamente estaba prendida por un punto. El concepto de
elemento geomélrico gemérico adquiere, pues, todo su valor en cuanto un
film ha materializado su variacién, mostrando imégenes evolutivas de sus
infinitas posibilidades. Cultivar la intuicién de variedades de elementox
genéricos es funcién de la mayor importancia en la educacion nsatematica
de la juventud.

En relacién con lo dicho, haga el lector la siguiente experiencia con un
grupo de nifios de segundo o tercer curso de Bachillerato. Formalense las
clasieas preguntas sobre cuintas rectas o cudntos planos perpendiculares
a un plano dado (materializado con una carpeta) puedew pasar por ua
punto dado (extremo de un lapiz) v los aciertos son frecuentes. Pregtntese,
en cambio, si por una recta cualquiera dada (sin sefialar) pasa siempre un
plano vertical, v los aciertos serdn raros. En el primer caso, el nifio ve el
plano, ve el punto, v la intuicién hace lo deméas. En el segundo caso, tiene
gtie imaginar no un dato, sino la ifinidad de datos posibies contemdos
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en el concepto una recta cualguiera (genérica). Si piensa, por ejemplo, e
ana recta vertical, se aferraré a esta representacién y 1o cuidar4 de variar-
la si no lo ha hecho antes; verd, entonces, infinidad de planos verticales
pasando por la recta. Si no coloca la recta vertical es posible que no acierte
a ver plano vertical alguno. Cultivemos, en cambio, la intuicién de la va-
riacién del dato con imégenes animadas (por ejemplo, mostrandole una
carpeta apoyada por su doblez en una aguja de tricotar, colocada en si in-
terior) v la contestacién serd mucho més facil. Después de haber visto como
en cualquier posicién oblicua de la aguja la carpeta encuentra por si sola
an posicién de equilibrio estable vertical, mientras que, al colocarse la
aguja vertical, la carpeta puede bailar locamente a su alrededor, la distin-
cién entre el caso genérico v el caso singular es algo que ha penetrado por
los sentidos. En este sencillo ejemplo ¢l modelo material aventaja, sia
duda, a cualquier imagen f{lmica del mismo; pero 10 lo hemos traido comao
guién de un posible film, sino como ilustracién del interés didéctico gue
tiene el cultivo de los conceptos genéricos en la enunciacién de las pro-
piedades v como ponderacidn de la ayuda que en este aspecto pueden. pro-
porcionar los films en casos menos directos v triviales, suministrando la
posibilidad de ilustrar la variacion de los elementos de referencia. Esta
misma posibilidad facilitard grandemente la ardua tarea de las llamadas dis-
susiones en las soluciones de los problemas, mostrando toda la posible va-

1iacién de los datos de los mismo

ur

i

TECNICA DIDACTICA DEL FILM

Volviendo a las ideas basicas de Nicolet insistiremos en que para él el
dibujo aniimado es el medio méas eficaz para hablar a la imaginacién del
nifio, aguzando de paso su percepcion sensorial e intelectiva. Nicolet in-
tenta con sus films que el nifio recorra las etapas del conocimiento . cien-

{fico por las que ha pasado el matematico creador, v por ello reserva al

film el papel de simple alumbrador de intuiciones. Sobre el recuerdo visual
del film se operard la accién comentadora, descriptiva v analizadora, faci-
Yitando el paso de lo comcreto a lo abstracto, ¥ de lo intuido a lo razonado.
¥s en este momento, en gue el nifio pasa de receptor a agente critico 'y ana-
lista, cuando el film ejerce su més beneficiosa influencia educadora. .
Para conseguir todo ello, elige Nicolet hechos geométricos muy conere-
ios v simples, de modo que la mayor parte de sus peliculas. son extremada-
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mente cortas. Bl hecho es presentado escugtamente, en toda su mayor pu-
reza y sobriedad, Nada de letras, ni de rétulos, ni de comentarios escritos
que distraigan la atencién del nifio sobre la figura misma. Esta y su diné-
mica han de hablar por si solas. El lenguaje grafico asi empleado resuita
universal y directo. ) ,

F] film se provecta unma o varias veces; las que sean precisas para la
memorizacién y descripcién por parte del nifio. Es impresionante la recer-
tividad de sus sentidos recién abiertos v 4vidos de informacién. El nifio des-
cribe lo visto, v entonces el maestro puede sugerir con preguntas el proceso
analitico. ¢ Dénde se movia el centro de la ci rcunferencia cuando se bhalan-
ceaba alrededor del primer punto que la prendié? ¢ Sabrias construirnie
este lugar en el encerado? ¢Qué linea describia el centro cuando fa cir-
cunferencia prendida va por dos puntos se agrandaba v achicaba? ¢ Sabrias
trazarlo en el encerado? ¢V, si en lugar de estar prendida por estos dos
puntos, lo fuera por estos otros dos? ¥ si 1o estd por los tres, ¢démnde esta
entonces el centro de la circunferencia?

Como puede apreciarse, a través de estas leves insinuaciones, el film i
es una mera ilustracion de la propiedad, va que estd todo él presente en la
génesis de la misma, ni puede reemplazar al maestro que, por el contrarie,
se vale del film para la conduccién genética de la ensefianza. El film vi-
vifica la geometria v permite la iniciacién de un didlogo entre maestro y
alumnos, después. de haber hablado silenciosamente a la intuicién de todos
ellos. Nicolet coloca en el término de este proceso la aparicién de la demos-
tracién légica como necesidad que el mismo comentario analitico del film
haya despertado.

HACIA UNA SINTESIS EXPRESIVA DEL FILM

El profesor inglés Fletcher, entusiasta del film mateméatico v creador
de varios de ellos, quiere llegar més lejos que Nicolet en el alcance didac-
tico de este medio visual de ensefianza; pretende hacer del film un 6rgano
o-instrumento auténomo de comunicacién o informacién, mediante el em-
pleo de-sus propios medios: signos v simbolos. Con ello plantea un inte-
resantisimo problema : el de la sintaxis expresiva del film como figura di-
namizada. '

Analicemos con Fletcher el papel de la figura (estatica) en la geometria.
griega. Era simplemente el soporte de los encadenamientos deductivos ver-
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hales conducentes a demostrar la propiedad que ilustraba. En la perfeccién

<

légica de tales encadenamientos ¥ no en la clocuencia grafica de la figura,
era donde radicaba la fuerza persuasiva ¥ convincente de los argumentos
cuclideos. Desde los griegos, el rigor se ha hecho inseparable del contexto

o

i6gico verbal. Pero ¢acaso las palabras no son también simbolos ¥ como ca-
les sujetos a espejismos? ¢ Con qué derecho hemos atribuido a los simbolos
verbales la exclusividad del rigor? ¢ Existe en verdad un rigor absoluto?

En estos o parecidos términos viene a colocar Fletcher el dedo en la
llaga de un problema eterno: el del rigor matematico. Al pasar de la ti-
gura al lenguaje, acaso los griegos mno hicieron mdas que liberarse del riesgo
de un género de falacias (de figura) para caer en otro peligro mas sutil :
¢l de las falacias 16gicas. Quien hava profundizado en los fundamentos de
la l6gica matemitica v hava calado las dificultades de sus tedricos moder-
nos para darle una base s6lida, comprenderd la profunda verdad de este
valiente reparo al exclusivismo del contexto verbal que se ha ensefioreado
de los hébitos cientificos desde los griegos.

Fletcher justifica esta preferencia en el Ticcho de que la figura estitica
tradicional no era en verdad elocuente; carecia de expresividad sintdctica;
pero piensa que, en cuanto la figura se dinamiza, pueden los procesos trans-
formativos operados en ella, hacerla «hablar» v darle una sintaxis expresiva
capaz también de demostrar v de convencer. Asi, pues, para Fletcher el
film no sélo puede dar pie a una demostracién légica sugiriendo su necesi-
Gad (Nicolet), sino que puede llegar a ser capaz de demostrar por si mis-
mo con igual derecho comn que lo hace la légica verbal. Esto, naturalmente,
phntea el problema de crear una sintaxis expresiva del film, una especic
de lbgica grafica con sus reglas lcitas de transformacién del simbolismo
geométrico empleado.

Se me ocurre pensar, por ejemplo, que si describimos en un film el
trazado de una elipse por el procedimiento del jardinero y repetimos luege
la secuencia, prolongando uno de los radios vectores en un segmento os-
tensiblemente igual al otro, aparecerd en esta segunda secuencia engendra-
do, junto a la elipse, el circulo focal correspondiente al foco del radio
vector prolongado. Todavia podemos repetir nuevamente la secuencia, - di-
bujando ahora, en cada posicién, la circunferencia variable que tiene por
centro cada uno de los puntos de la elipse, ¥ por radio, el radio vector
transportado. Esta circunferencia aparecerd tangente en cada posicion a

el
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la focal, v la elipse como lugar de sus centros, es decir, 1. g. de centros de
una circunferencia variable que pasa por un punto fijo (foco) ¥ es tangente
a una circunferencia fija {la focal). La imagen dinamizada lo habra asi
expresado todo v lo habrd dicho rigurosamente, en un lenguaje grélficd
que. no necesita del complemento del contexto légico, aventajandole en
su caracter universalmente inteligible. ‘
Pienso, ademaés, que esta expresividad sintéctica del film, puede ser lo-
grada, no sblo en los films de cardcter geométrico, sino también en otros
capaces de demostrar propiedades aritméticas o algebraicas. Creo que 1o
se ha obtenido todavia en los films matematicos todo el fruto que puede
lograrse de los fundidos, desvanecidos, superposiciones, tan empleados como
Fecurso estético en los films esnmectaculares corrientes. Estimo que un uso
acertado v sistematico del desvanecido permitirfa, por ejemplo, en muchas
ocasiones concretizar (si vale la palabra) la operacidn mental de abstraccién.
Asf, por ejemplo, si sobre una figura que represente un tejado trapezoi-
dal (dibujo o fotografia), superponemos a cada teja un puato bien visible ¥
desvanecemos luego las tejas dejando los puntos, habremos materializado
una abstraccién, la que sustituve el conjunto de tejas por el més abstracto
de sus puntos representativos. De cada teja s6lo ha quedado representada
su pura v esencial condicién de existir, la Gnica que interesa para la ope-
racién de recuento. Esta puede, a su vez, efectuarse por un segundo proceso
de abstraccién, reemplazando cada fila por el nimero de sus elementos
representativos. Surgira asi el concepto de sucesién de n@meros (unoc para
cada fila) en progresion aritmética, como segundo grado de esquematiza-
ciém abstracta del conjunto de tejas del tejado, Las propiedades relativas a
la equivalencia entre la suma de los términos extremos ¥ las de los equi-
distantes de ellos v la que da directamente el célculo de la suma total de
la progresiém, pueden visualizarse en el grado de abstraccién plintu&il, im-
primiendo un dinamismo de desdoblamiento al conjunto, seguido de un giro
alrededor del punto medio de uno de los lados oblicuos del trapecio, de tal
modo, que al duplicar el conjunto, lo transforma en otro de,filas todas igua-
les (v a 1a suma de los términos extremos). La férmula que da la referida
syma apareceré asi con toda su pristina sencillez y podré asociarse, ademas,
a las que resuelven los problemas anilogos : determinacién de dreas Je tra-
pecios, coronas, ete., mediante un dinamismo de imégenes que acerque los
procesos. La asociacién de tales imégenes sugerird asf una fecunda nocibm
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de isomorfismo que quedard indeleblemente grabada en la mentalidad del
espectador del film. (Brindamos este provecto de guién a quien tenga tiem-
po v medios de realizarlo).

SOBRE LOS PROBLEMAS DE ESTETICA Y DE REALIZACION

Fletcher busca en sus films el empleo de un simbolismo que pueda ser
universalmente admitido. Primer intento de tal simbolismo lo constituye
ol uso del blanco v del negro en el trazado de lineas sobre un fondo gris
(en vez de negro como es en las realizaciones de los films de Nicolet he-
chas por Motard) para distinguir unas de otras cuando desempefien papeles
que interesa diferenciar. El problema de tales diferenciaciones estd inti-
mamente ligado al de los procesos de realizacién material ¥ a los problemas
estéticos inseparables.

Muchas veces, el objeto primordial de un film, puede no ser el de demos-
trar, sino el de componer, a la manera como combina motivos v armonias
un compositor musical, o valores plasticos un arquitecto, un plntor 0 un
corebgrafo. De aqui el valor trascendental, va considerado por Nicolet, de
ios valores estéticos del film aun en los especificamente matematicos.

En relacién con el problema de la belleza expresiva del film, intima-
mente ligado con el de sus posibilidades de realizacion, Fletcher busca un
.ampho apoyo en la teorfa de grupos ¥ simetrias, tanto en el plano como en
el espacio. La confeccién del film es para Fletcher resultante de una adap-
tacién mutua de idea v material. La realizacién técnica queda as{ vincula-
da a los problemas expresivos v estéticos, v la identificacién entre el pro-

yectista ¥ el realizador acaba por crear un verdadero clima de investigacién
en la tarea realizadora, clima de espectacién ante lo imps revisto, que le ha
flevado a él mismo mucho méas alld de la intencién primera, a lo largo detl
desarrollo mismo de la idea originaria.

Tletcher ha realizado hasta el momento presente tres interesantes films
de longitud y alcance mayor que los antes descritos de Nicolet : uno, de
carheter mecAnico sobre las configuraciones tedricas de una cuerda vibran-
te; otro, sobre la recta de Simpson, v otro, sobre la cardiode. En ellos acu-
sa una técnica va muy depurada de realizacién y una considerable densi-

. dad de contenido matemético. La experiencia adquirida en estas realiza-
ciones v los numerosos estudios realizados sobre los films de otros creadores,

le-ha- permitido escribir un profundo v sustancial artfeulo «Les 1

(SRS

du film mathématique» que constituye el capitulo V de la obra tantas v

. veces
citadas sobre Le matériel pour Z'evzsr»’igmem.ent des mathématiques de la

editorial Delachaux-Niestlé, A este articulo remitimos al lector interesado

en detalles v consejos técnicos de realizacién.
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